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✻✳✻ ❆ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✻✳✼ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✼ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✶✷✼
✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ❯♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✼✳✷ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❆ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✼✳✸ ❆ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✽ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ✶✺✶
✽✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✽✳✷ ❈❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✽✳✸ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❛❜s♦r❜❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
✽✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✻✺
✐✐
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✻✼
✐✐✐
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
✐✈
◆♦t❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
R
d ❊s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳
Ω ❉♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ Rd✳
∂Ω ❋r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳
Ω ❆❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ Ω✳
|Ω| ❱♦❧✉♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳
R
+ = [0,+∞[✳
→ ❈♦♥✈❡r❣♥❝❡ ❢♦rt❡✳
⇀ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✳
∗
⇀ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ét♦✐❧❡✳
→֒→֒ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡✳
→֒ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
δij ❙②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳
Br ❇♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ 0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r✳
〈., .〉 ❈r♦❝❤❡t ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳
X ′ ❊s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡ X✳
Lp(Ω) ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✳
C1(X;R) ❋♦♥❝t✐♦♥s C1✲❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s ❞❡ X ❞❛♥s R✳
L2(Ω) ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♣♦✉r p = 2✳
C∞(X;R) ❋♦♥❝t✐♦♥s C∞✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡s ❞❡ X ❞❛♥s R✳
D′(Ω) ❊s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
‖.‖ ◆♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(Ω)✳
(., .) Pr♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(Ω)✳
C∞c (Ω) ❊s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C
∞ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳
Γ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✳
ℓ ▲❛ ❝❤❛❧❡✉r ❧❛t❡♥t❡ ✭♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡✮✳
σ ▲❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
K ▲❛ ❞✐✛✉s✐✈✐té t❤❡♠✐q✉❡✳
TE ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
ρ ▲❛ ❞❡♥s✐té✳
cm ▲❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡✳
v ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
[∇T ] ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥tr❡
❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✳
A ▲✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
M ❆ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳
[s] ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
✶
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
▲❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① r❛ss❡♠❜❧és ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❧✬ét✉❞❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ q✉✐ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✉♥❞✉③ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ✭✈♦✐r ❬✶❪✮ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✳ ❈❡s tr❛✲
✈❛✉① s♦♥t ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱ ❞❛♥s
❧✬✐♥❞✉str✐❡✳✳✳✳ ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐❢ ❞❡
❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷❪ ❡t
❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❝✐té❡s ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥t❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
✶✳✶ ❍✐st♦r✐q✉❡
❉ès ✱ ●✳ ▲❛♠é ❡t ❇✳P✳ ❈❧❛♣❡②r♦♥ ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝♦♥❣é❧❛t✐♦♥ ❞✉
s♦❧ ✭✈♦✐r ❬✸❪✮✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♦✉✈r❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♠♠❡♥s❡s✳ ❊♥ ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ●✳ ▲❛♠é ❡t ❇✳P✳ ❈❧❛♣❡②r♦♥ ❡st r❡❢♦r♠✉❧é ♣❛r ❏✳ ❙t❡❢❛♥ ❀ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥ ✭✈♦✐r ❬✹❪✮✱ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚r♦✉✈❡r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T = T (t, x) ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ = Γ(t), t ∈ R+, x ∈ Ω ⊂
R
n, n ∈ N∗✱ t❡❧❧❡s q✉❡
ρcm
∂T
∂t
= K∆T, cm, K, ρ > 0, ✭✶✳✶✮
ρℓυ = Kν.[∇T ], s✉r Γ(t), ℓ > 0, ✭✶✳✷✮
T − TE = 0, s✉r Γ(t), TE > 0, ✭✶✳✸✮
♦ù ν✱ v✱ [∇T ]✱ K✱ ρ✱ cm✱ TE ❡t ℓ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣❤❛s❡s s♦❧✐❞❡ ❡t ❧✐q✉✐❞❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ♣❛r ✉♥✐té
❞❡ ♠❛ss❡✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❢♦♥t❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❧❛t❡♥t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳ ✶✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡st
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ T − TE✱ à s❛✈♦✐r T − TE > 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❤❛s❡
❧✐q✉✐❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ T − TE < 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥ t❡❧ q✉❡ ❢♦r♠✉❧é ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st
très ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 2✳ ❊♥ ✱
▲✳ ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❛ ét❛❜❧✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✭✈♦✐r ❬✺❪✮✱ ♠❛✐s
✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ✱ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❀ ♦♥ ❧❡ ❞♦✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❆✳▼✳ ▼❡✐r♠❛♥♦✈ ✭✈♦✐r ❬✻❪✮✳
✷✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡ ❙t❡❢❛♥ ❀ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t sé♣❛ré❡s
♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ q✉✐ é✈♦❧✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❡①✐st❡r ♦✉ ♥♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ♣❤❛s❡s s♦❧✐❞❡ ❡t ❧✐q✉✐❞❡ s♦♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♠❡s✉r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❝♦✲❡①✐st❡♥t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧❛
❜♦✉❡✮ ❡t ❡st ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❡①❝❧✉t ❧❡s ét❛ts ♠ét❛st❛❜❧❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥ ❛✐♥s✐ é♥♦♥❝é ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❛s♣❡❝ts ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t
♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❏✳❲✳ ●✐❜❜s✱ q✉✐ s✉❣❣èr❡ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s
q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ TE ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ κ✱ ❡t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ σ
✭✈♦✐r ❬✼❪✮ ❀ ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① s✉❣❣èr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
✭✈♦✐r ❬✽❪✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
T − TE = −
σ
[s]
κ− βυ, s✉r Γ(t) β ≥ 0, ✭✶✳✹✮
♦ù [s] ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t β ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❙t❡❢❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✭✶✳✶✮✱ ✭✶✳✷✮ ❡t ✭✶✳✹✮✱ ❧❡s
♣❤❛s❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ T −TE ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
✐❧ ❢❛✉t ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t✱ ❞✬♦ù ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡st très ❝♦♠♣❧✐q✉é à ét✉❞✐❡r
✭✈♦✐r ❬✾❪✮✳ ❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❖✳❆✳ ❖❧❡✐♥✐❦ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
✭✈♦✐r ❬✶✵❪✮ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♠❜✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✭✶✳✶✮ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❤❛❧❡✉r ❧❛t❡♥t❡ ✭✶✳✷✮ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ éq✉❛t✐♦♥✱
ρcm
∂T
∂t
+ ρ
ℓ
2
∂ϕ
∂t
= K∆T, ✭✶✳✺✮
♦ù ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs −1 ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡ ❡t
1 ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✭✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❢❛✐t ♣❡♥s❡r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✶✳✶✮ ❡t
✭✶✳✷✮✮✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡
✓ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✔ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ ✭❧✬✐❞é❡ ét❛♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ϕ ♣❛r φ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮✮
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡t r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✶✳✹✮✱ ❞✬❛✉t❛♥t
♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ T − TE✳
❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛ été ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❡♥ P❤②✲
s✐q✉❡ ❡t ❡♥ ▼é❝❛♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P✳ ❲❡✐ss ❡t ▲✳❉✳ ▲❛♥❞❛✉ ✭✈♦✐r ❬✶✶❪✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
✹
✶✳✷ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♣✐♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❛✐♥s✐ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳
▲✳❉✳ ▲❛♥❞❛✉ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❛✜♥
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s q✉❛♥t✐tés t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✐✈❡r❣❡♥t
❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t
❧✐q✉✐❞❡ ❡t ❧✬ét❛t ❣❛③❡✉① ❞✐s♣❛r❛ît✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s
s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❞❛♥s ❧❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬❡①♣♦s❛♥ts ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ♠❛✐s
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦rr❡❝t❡s✳
❖♥ ❡st ❛❧♦rs ❡♥ ❞r♦✐t ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ✭❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ♣❛r❛♠ètr❡
❞✬♦r❞r❡✮ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧♦✐♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
♦r❞✐♥❛✐r❡ ✭❝✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦❧✐❞❡✲❧✐q✉✐❞❡✮✳ ❯♥❡ ré♣♦♥s❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ●✳ ❈❛❣✐♥❛❧♣ q✉✐ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛
r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ♠♦❞❡s s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡st très ♣❡t✐t❡ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉①
é❝❤❡❧❧❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✶✷❪✮✳
●✳ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡
●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ✭✈♦✐r ❬✶✶❪✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶❪ ❡t ❬✶✷❪✮ ✿
ρcm
∂T
∂t
+ ρ
ℓ
2
∂φ
∂t
= K∆T , ✭✶✳✻✮
ǫ2ξ
∂φ
∂t
= ǫ2∆φ− f ′(φ) + ǫ[s]σ−1g′(φ)(T − TE), ǫ, ξ > 0, ✭✶✳✼✮
♦ù✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱
f(s) =
1
8
(s2 − 1)2, g(s) = s−
s3
3
.
■❝✐✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γǫ(t) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
Γǫ(t) = {x ∈ Ω, φ(t, x) = 0}.
✶✳✷ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥
ρcm
∂T
∂t
= K∆T, ❞❛♥s Ω \ Γ(t), ✭✶✳✽✮
ρℓυ = Kν.[∇T ], s✉r Γ(t), ✭✶✳✾✮
T − TE = 0, s✉r Γ(t). ✭✶✳✶✵✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦s❡r u = T − TE ✭u ❡st ❛✐♥s✐ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡✮✱ ❞✬♦ù
Γ(t) = {x ∈ Ω, u(t, x) = 0}.
✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❊♥ ♦✉tr❡✱ u < 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ u > 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❤❛s❡
❧✐q✉✐❞❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
H(u) = ρcmu+ ρ
ℓ
2
∂ϕ
∂t
,
♦ù {
ϕ = 1 s✐ u > 0,
ϕ = −1 s✐ u < 0.
P❛r s✉✐t❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✭✶✳✽✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❧❛t❡♥t❡ ✭✶✳✾✮ s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡✮ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡
∂H
∂t
= K∆u.
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
u = 0✮
u = −
σ
[s]
κ− βυ s✉r Γ(t), β ≥ 0. ✭✶✳✶✶✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✶✳✶✶✮ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡ ✈❡rs ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣✐❡ H✱
H(u, φ) = ρcmu+ ρ
ℓ
2
φ, ✭✶✳✶✷✮
♦ù φ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛❣é❡✱ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❤❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡
∂H
∂t
= K∆u. ✭✶✳✶✸✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ φ
❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡t✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ψGL(φ,∇φ, u) =
∫
Ω
(ǫ2
2
|∇φ|2 + f(φ)− ǫ[s]σ−1g(φ)u
)
dx, ǫ > 0. ✭✶✳✶✹✮
■❝✐✱ f ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❤❛❜✐t✉❡❧ ✭❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♣✉✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣❤❛s❡s
♣✉r❡s✮ ❀ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞
f(s) =
1
8
(s2 − 1)2, ✭✶✳✶✺✮
♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿
f(s) = k(1 + s) ln(1 + s) + k(1− s) ln(1− s)−
λ
2
s2, 0 < λ < k, ✭✶✳✶✻✮
✻
✶✳✷ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉✐ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t ❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❝❤♦✐① t②♣✐q✉❡ ♣♦✉r g ❡st
g(s) = s−
s3
3
, ✭✶✳✶✼✮
❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❧✐♥é❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r✱
g(s) = λs, λ > 0. ✭✶✳✶✽✮
❆ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ψGL✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡
ǫ2∆φ− f ′(φ) + ǫ[s]σ−1g′(φ)u = 0, ✭✶✳✶✾✮
❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r
∆u = 0. ✭✶✳✷✵✮
▲♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ♣❧✉s ❧✬é♥❡r❣✐❡
❧✐❜r❡ ❡t ♦♥ ❛❞♠❡t ♣❧✉tôt ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
τ
∂φ
∂t
= −
δψGL
δφ
, ✭✶✳✷✶✮
♦ù τ > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡t δ
δφ
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❊♥ ♣♦s❛♥t τ = ǫ2ξ✱ ξ > 0 ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝♦rr❡❝t❡ s✐ ❧✬♦♥ t✐❡♥t à ❛✈♦✐r ✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐♠✐t❡ ♣ré❝✐s❡ ❧♦rsq✉❡ ǫ → 0✱ ✈♦✐r ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪ ❡t ❬✶✺❪✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
ǫ2ξ
∂φ
∂t
= ǫ2∆φ− f ′(φ) + ǫ[s]σ−1g′(φ)u, ✭✶✳✷✷✮
ρcm
∂u
∂t
+ ρ
ℓ
2
∂φ
∂t
= K∆u. ✭✶✳✷✸✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭✶✳✶✸✮ ❡st ♦❜✲
t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛
∂H
∂t
= −divq, ✭✶✳✷✹✮
♦ù q ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡t✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ à s❛✈♦✐r✱
q = −K∇u, ✭✶✳✷✺✮
♦♥ tr♦✉✈❡ ✭✶✳✶✸✮✳
✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
✶✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r✱ à s❛✈♦✐r ❡❧❧❡ ♣ré❞✐t q✉❡ ❧❡s
s✐❣♥❛✉① t❤❡r♠✐q✉❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❝❛✉s❛❧✐té ✭❧❡ ❢❛♠❡✉① ✓ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✔✱ ✈♦✐r ❬✶✻❪✮✳
❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❋♦✉r✐❡r✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❛tt❛♥❡♦✱ à s❛✈♦✐r✱
(1 + η
∂
∂t
)q = −K∇u, η > 0. ✭✶✳✷✻✮
❊♥ é❝r✐✈❛♥t
(1 + η
∂
∂t
)
∂H
∂t
= −div
(
(1 + η
∂
∂t
)q
)
,
♦♥ ❛ ❛❧♦rs
ηρcm
∂2u
∂t2
+ ρcm
∂u
∂t
−∆u = −ηρ
ℓ
2
∂2φ
∂t2
− ρ
ℓ
2
∂φ
∂t
, ✭✶✳✷✼✮
❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❛tt❛♥❡♦
s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❬✶✼❪✮ ✿
(1 + η
∂
∂t
)q = −K∇u−K∗∇
∂u
∂t
, K∗ > 0. ✭✶✳✷✽✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ u s✬é❝r✐t
ηρcm
∂2u
∂t2
+ ρcm
∂u
∂t
−K∗∆
∂u
∂t
−K∆u = −ηρ
ℓ
2
∂2φ
∂t2
− ρ
ℓ
2
∂φ
∂t
. ✭✶✳✷✾✮
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ✭✈♦✐r ❬✶✽❪✮ ❡st ❞❡ s❡ ❜❛s❡r s✉r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐❢ ♣♦✉r
✉♥❡ t❤é♦r✐❡ t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆✳❊✳ ●r❡❡♥ ❡t
P✳▼✳ ◆❛❣❤❞✐ ✭✈♦✐r ❬✶✾❪✮ ❀ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥tr♦✲
♣✐❡ ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé tr♦✐s
❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ q✉✬✐❧s ♦♥t ❛♣♣❡✲
❧é❡s t②♣❡ I✱ t②♣❡ II ❡t t②♣❡ III✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t②♣❡ I
❡st ❧✐♥é❛r✐sé✱ ♦♥ r❡❝♦✉✈r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ▲❡s ✈❡rs✐♦♥s
❧✐♥é❛r✐sé❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
q = −K∇α, K > 0 ( t②♣❡ II) ✭✶✳✸✵✮
❡t
q = −K∇α−K∗∇u, K,K∗ > 0 ( t②♣❡ III), ✭✶✳✸✶✮
♦ù
α(t) =
∫ t
t0
u(τ)dτ + α0, ✭✶✳✸✷✮
❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❞♦♥❝✱ u = ∂α
∂t
✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t
q✉❡ H = ρcm
∂α
∂t
+ ρ ℓ
2
φ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r α ✿
✽
✶✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
ρcm
∂2α
∂t2
−K∆α = −ρ
ℓ
2
∂φ
∂t
, ✭✶✳✸✸✮
♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ II ❡t
ρcm
∂2α
∂t2
−K∗∆
∂α
∂t
−K∆α = −ρ
ℓ
2
∂φ
∂t
, ✭✶✳✸✹✮
♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ III✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ réé❝r✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡
ǫ2ξ
∂φ
∂t
= ǫ2∆φ− f ′(φ) + ǫ[s]σ−1g′(φ)
∂α
∂t
. ✭✶✳✸✺✮
✶✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❢❛✐t s✉✐t❡ à ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♠❡♥és
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬❊q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❊❉P❆✮ ❛✉
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭▲▼❆✮ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P♦✐t✐❡rs✳
❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿
✶✳ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❈❛tt❛♥❡♦ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐✲
♥❛❧♣ ❀
✷✳ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❡♥✲●✉rt✐♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡
t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s✱ à s❛✈♦✐r✱
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❀
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❀
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s✱
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❀
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❀
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✶✳✹ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
∂u
∂t
−∆u+ f(u) =
∂α
∂t
, x ∈ Ω, t ≥ 0, ✭✶✳✸✻✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, x ∈ Ω, t ≥ 0, ✭✶✳✸✼✮
♦ù Ω ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✭❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ Rd✱ d ❡♥t✐❡r✮✱
∆ ❡st ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡t f ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ré❣✉❧✐❡r✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❝r♦✐ss❛♥❝❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉❡s u ❡t α s♦♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
✭❛✮ P♦✉r f ré❣✉❧✐❡r✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t f(s) =
∑2p+1
i=1 aix
i✱ a2p+1 > 0✱
✶✳ ♦♥ ❛ ét❛❜❧✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡
✜♥✐❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♠♦t✐✈❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✭✶✳✸✻✮✲✭✶✳✸✼✮ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥
❜♦r♥é✱ ♦♥ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥
❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐✳
✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ Ω = R3 ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s été ❛♠❡♥é à ♠♦❞✐✜❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐✲
s❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭✶✳✸✼✮✱ à s❛✈♦✐r λα✱ ♦ù λ > 0✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
✭❜✮ P♦✉r f s✐♥❣✉❧✐❡r✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ à s❛✈♦✐r f(s) = k1 ln(1 + s) −
k1 ln(1 − s) − k0s✱ ❛✈❡❝ s ∈ (−1,+1) ❡t 0 < k1 < k0✱ ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❛ été
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ u r❡st❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (−1,+1)✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) = g(u)(ϕ−∆ϕ), x ∈ Ω, t ≥ 0, ✭✶✳✸✽✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −g(u)
∂u
∂t
, x ∈ Ω, t ≥ 0, ✭✶✳✸✾✮
♦ù Ω ⊂ Rd ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ d = 2 ♦✉ 3✱ ∆ ❡st ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✱ f ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡t g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t g(s) =
c′− cs2), c > 0, c′ ≥ 0✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉❡s u ❡t ϕ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✳
P♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣❛r❞é ❞❡✉① ❝❛s ✿
✭❛✮ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s g = 1✱ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✶✵
✶✳✺ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
∂u
∂t
−∆u+ f(u) = ϕ−∆ϕ, x ∈ Ω, t ≥ 0, ✭✶✳✹✵✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
, x ∈ Ω, t ≥ 0. ✭✶✳✹✶✮
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛tt❛❝t❡✉rs ❣❧♦❜❛✉①
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✮ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡
s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ✿
✶✳ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s
✷✳ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧♦✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡
à ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♣❤❛s❡s t♦✉t ❡♥t✐❡r✳
✭❜✮ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❡st ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✶✳✸✽✮✲✭✶✳✸✾✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✭❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s✮✳
✶✳✺ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✐ss✐♣❛t✐❢s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s❛♥s ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ rés✉❧t❛ts q✉✐ s❡r♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
❛♣♣❧✐q✉és t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
▲❡s tr♦✐s✐è♠❡✱ q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛r✲
t✐❡✱ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❛tt❛♥❡♦ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳
P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
ré❣✉❧✐❡r✱ ♣✉✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❡①✐st❡♥❝❡✱ ✉♥✐❝✐té✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
s✐♥❣✉❧✐❡r✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳
▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ❀ ♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
▲❡s s✐①✐è♠❡✱ s❡♣t✐è♠❡ ❡t ❤✉✐t✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ s♦♥t
❝♦♥s❛❝rés à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ●✉rt✐♥ ❡t ❈❤❡♥✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦♣♦s ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
✶✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
▲❡ s✐①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐✲
♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❡t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
▲❡ s❡♣t✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛♥❛❧②s❡
❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ❊♥✜♥✱
♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐✱ ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳
✶✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ❘❛♣♣❡❧s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s
♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
✷✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s
❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖X ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ P♦✉r t♦✉s a, b ∈ R✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥♦té Lp(a, b;X)✱ 1 ≤ p ≤ +∞ ❞és✐❣♥❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f : (a, b)→ X ♠❡s✉r❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡∫ a
b
‖f(t)‖pXdt < +∞
❡t L∞(a, b;X) ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t s✉r (a, b)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
‖f(t)‖X ≤M, ♣✳♣✳ t ∈ (a, b).
Pr♦♣r✐été ✷✳✶✳ ❙✐ p <∞✱ ❛❧♦rs
f 7→
(∫ b
a
‖f(s)‖pXds
)1/p
= ‖f‖Lp(a,b;X);
s✐♥♦♥
f 7→ sup
s∈(a,b)
‖f(s)‖X = ‖f‖L∞(a,b;X),
❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉r L∞(a, b;X) q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
Pr♦♣r✐été ✷✳✷✳ ❙♦✐t X ❡t Y ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ t❡❧ q✉❡ X s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❞❡♥s❡ ❞❛♥s Y ✳ ❆❧♦rs Lp(a, b;X) ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s Lp(a, b;Y ) ♣♦✉r 1 ≤ p < +∞✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳ ▲❛ Pr♦♣r✐été ✷✳✷ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡ ♣♦✉r p = +∞✳
Pr♦♣r✐été ✷✳✸✳ ❙♦✐t 1 < p < +∞✳ ❙✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ X ❡st ré✢❡①✐❢✱ ❛❧♦rs Lp(a, b;X) ❧✬❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ ❢❛✐❜❧❡✲
♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳
✶✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ❘❛♣♣❡❧s
✷✳✶✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❞✉❛✉①
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ ❙♦✐t (X, ‖.‖X) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t X ′ s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧✳ ❙♦✐t q
t❡❧ q✉❡ 1
p
+ 1
q
= 1 ❛✈❡❝ 1 ≤ p, q < +∞✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
Lq(a, b;X ′)→ Lp(a, b;X)
f 7→ T (f)v =
∫ b
a
〈f(t), v(t)〉X′,Xdt.
❆❧♦rs T ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡✮ à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡
Lp(a, b;X)✱ ♥♦té (Lp(a, b;X))′✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳ ❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ✐❞❡♥t✐✜❡r (Lp(a, b;X))′
à Lq(a, b;X ′)✳
✷✳✷ ■♥é❣❛❧✐tés ❡t ■♥❥❡❝t✐♦♥s
✷✳✷✳✶ ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ❙♦✐t 1 < p < +∞✳ ❙♦✐t q t❡❧ q✉❡ 1
p
+ 1
q
= 1✳ ❙♦✐t a, b ∈ (0,+∞)✳
❆❧♦rs
ab ≤
1
p
ap +
1
q
bq.
✷✳✷✳✷ ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳ ❙♦✐t Ω ⊂ Rd ✉♥ ♦✉✈❡rt q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ d ∈ N∗✳ ❙♦✐t f ∈ Lp(Ω) ❡t
g ∈ Lq(Ω)✱ ❛✈❡❝ 1 ≤ p ≤ +∞ ❡t 1
p
+ 1
q
= 1✳ ❆❧♦rs fg ∈ L1(Ω) ❡t∫
Ω
|fg|dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸ ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✱ ❬✷✶❪ ❡t ❬✷✷❪✮✳ ✭■♥é❣❛❧✐tés ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮ ❙✐ f ∈ Lp(Ω) ∩
Lq(Ω)✱ ❛✈❡❝ 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞✱ ❛❧♦rs f ∈ Lr(Ω) ♣♦✉r t♦✉t p ≤ r ≤ q ❡t ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
‖f‖Lr ≤ ‖f‖
θ
Lp‖f‖
1−θ
Lq ,
♦ù 1
r
= θ
p
+ 1−θ
q
✳
✷✳✷✳✸ ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré
❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Rd✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H1(Ω)
❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L2(Ω) ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)✳ ❙❛ ♥♦r♠❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st
‖u‖H1 = (‖u‖
2 + ‖∇u‖2)1/2.
▲✬❡s♣❛❝❡ H10 (Ω) ❡st ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ D(Ω) ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ H
1(Ω)✳
▲♦rsq✉❡ Ω ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ H10 (Ω) ❡st ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H1(Ω) s✬❛♥♥✉❧❛♥t s✉r ∂Ω✳
✶✹
✷✳✷ ■♥é❣❛❧✐tés ❡t ■♥❥❡❝t✐♦♥s
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳ ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮ ❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ Rd✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {(x1, x2, · · · xd), |x1| ≤
a}, a > 0✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ Ω t❡❧❧❡ q✉❡ ✿∫
Ω
|u(x)|pdx ≤ c
∫
Ω
|∇u(x)|pdx,
♦ù 1 ≤ p ≤ +∞✳
❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ Rd✳ ◆♦t♦♥s W 1,p(Ω)
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Lp(Ω) ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✜♥✐❡ ✿
‖u‖W 1,p = (‖u‖
p
Lp + ‖∇u‖
p
Lp)
1/p < +∞.
❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ W 1,p0 (Ω) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
D(Ω) ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ W 1,p(Ω)✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳ ❙♦✐t p ∈ [1,+∞[✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Rd ❜♦r♥é ❞❛♥s ✉♥❡
s❡✉❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Ω
❡t p t❡❧❧❡ q✉❡
‖u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp , ∀ u ∈ W
1,p
0 (Ω).
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r✳ ❊❧❧❡
❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ W 1,p(Ω)✱ ❡t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝❡❧❧❡s q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❛✉ ❜♦r❞✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Rd ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡✱
❡t s♦✐t 1 ≤ p ≤ +∞✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡
‖u−
1
|Ω|
∫
Ω
u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp .
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r p = 2✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼✳ ✭✈♦✐r ❬✷✸❪✮ ❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Rd✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ω t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳
‖u(x)− < u(x) > ‖ ≤ c‖∇u(x)‖, ∀ u ∈ H1(Ω);
✷✳
‖u(x)− < u(x) > ‖H1(Ω) ≤ c‖∇u(x)‖, ∀ u ∈ H
1(Ω);
✸✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Ω ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♦✉ s✐ ∂Ω ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ❞✐s♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ C2✱ ♦♥ ❛
‖u(x)− < u(x) > ‖H2(Ω) ≤ c‖∆u(x)‖, ∀ u ∈ H
2(Ω),
♦ù
< u >:=
1
|Ω|
∫
Ω
udx.
✶✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ❘❛♣♣❡❧s
✷✳✷✳✹ ■♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳ ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✱ ❬✷✹❪ ❡t ❬✷✺❪✮ ✕ ❙♦✐t Ω ⊂ Rd ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✳ ❙♦✐t
n ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t p ∈ [0,+∞[ ✉♥ r❡é❧✳ ❆❧♦rs
✶✳ s✐ 1 ≤ p ≤ d
n
✱ ♦♥ ❛ W n,p(Ω) →֒ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p]✱ p = dp
d−np
❀
✷✳ s✐ p = d
n
✱ ♦♥ ❛ W n,p(Ω) →֒ Lq(Ω) ∀ 1 ≤ q ≤ +∞ ❀
✸✳ s✐ p > d
n
✱ ♦♥ ❛ W n,p(Ω) →֒ Ck(Ω)✱ ❛✈❡❝ 0 ≤ k ≤ n − d
n
✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
H2(Ω) →֒ C(Ω) s✐ d ≤ 3✳ ▲❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t t♦✉t❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s ♣♦✉r
n = 1✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳ ❙❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r Ω✱ ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s r❡st❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡s s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ W n,p(Ω) ♣❛r W n,p0 (Ω)✳
✷✳✷✳✺ ■♥é❣❛❧✐tés ❞✬❆❣♠♦♥
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✾✳ ✭✈♦✐r ❬✷✸❪✮ ✕ ❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ Rd ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cd✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Ω t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
‖u‖L∞(Ω) ≤
{
c‖u‖
1/2
H(d/2)−1(Ω)
‖u‖
1/2
H(d/2)+1(Ω)
, ∀ u ∈ H(d/2)+1(Ω) s✐ n ❡st ♣❛✐r ,
c‖u‖
1/2
H(d−1)/2(Ω)
‖u‖
1/2
H(d+1)/2(Ω)
, ∀ u ∈ H(d+1)/2(Ω) s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r .
✷✳✸ ▲❡♠♠❡s ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧
▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳ ✭❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✮✳ ❙♦✐t ϕ✱ ψ ❡t y tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t
[a, b]✱ à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
y(t) ≤ ϕ(t) +
∫ t
a
ψ(s)y(s)ds, ∀ t ∈ [a, b].
❆❧♦rs
y(t) ≤ ϕ(t) +
∫ t
a
ϕ(s)ψ(s)exp
(∫ t
s
ψ(u)du
)
ds, ∀ t ∈ [a, b].
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳ ✭❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ❬✷✸❪✮✮✳ ❙♦✐t g✱ h ❡t y tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣♦s✐t✐✈❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s s✉r (t0,+∞), t0 ∈ R✱ t❡❧❧❡s q✉❡ y′ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r (t0,+∞)✱ ♦ù y′ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ y ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
y′ ≤ gy + h, ∀ t ≥ t0, ✭✷✳✶✮
❡t q✉❡ ∫ t+r
t
g(s)ds ≤ a1(r),
∫ t+r
t
h(s)ds ≤ a2(r),
∫ t+r
t
y(s)ds ≤ a3(r), ∀ t ≥ t0,
♦ù r > 0 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥♥é✳ ❆❧♦rs✱
y(t+ r) ≤ (
a3
r
+ a2) exp(a1), ∀ t ≥ t0. ✭✷✳✷✮
✶✻
✷✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉rs ❡t s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
✷✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉rs ❡t s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖E✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
S(t)✱ t ≥ 0✱ ❞é✜♥✐ ❞❡ E ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✱
S(t) : E → E, ∀ t ≥ 0, ✭✷✳✸✮
S(0) = Id, ✭✷✳✹✮
S(t+ s) = S(t) ◦ S(s), ∀ t, s ≥ 0, ✭✷✳✺✮
♦ù Id ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐❞❡♥t✐té✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱
s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ S(t) ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ E ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ∀ t ≥ 0✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊂ E ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) s✐
S(t)X = X, ∀ t ≥ 0.
❙✐ S(t)X ⊂ X, ∀ t ≥ 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t X ⊂ S(t)X, ∀ t ≥ 0✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ X ❡st
♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t X ❡st ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙♦✐t u0 ∈ E✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♠é❣❛✲❧✐♠✐t❡ ❞❡ u0 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
ω(u0) :=
⋂
s≥0
⋃
t≥s
S(t)u0,
♦ù ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❡st ♣r✐s❡ ❞❛♥s E✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B ❞❡
E✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♠é❣❛✲❧✐♠✐t❡ ❞❡ B ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
ω(B) :=
⋂
s≥0
⋃
t≥s
S(t)B.
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ω(B) ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿
x ∈ ω(B)⇐⇒ ∃ ✉♥❡ s✉✐t❡ {xk, k ∈ N}, xk ∈ B, ∀ k ∈ N
❡t
tk → +∞ ❧♦rsq✉❡ k → +∞ t❡❧s q✉❡ S(tk)xk → x ❧♦rsq✉❡ k → +∞.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ✭✈♦✐r✱ ❬✷✸❪✱ ❬✷✻✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺❪✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ B ⊂ E✱ B 6= ∅✱
❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t0 ≥ 0 t❡❧ q✉❡
⋃
t≥t0
S(t)B ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s E✳ ❆❧♦rs
ω(B) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t B ⊂
E ❜♦r♥é✱
distE(S(t)B,X)→ 0 ❧♦rsq✉❡ t→ +∞,
♦ù distE ❡st ❧❛ s❡♠✐✲❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
distE(A,B) := sup
a∈A
inf
b∈B
‖a− b‖E.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ✶✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B0 ⊂ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t
♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❜♦r♥é B ❞❡ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t0 = t0(B)
t❡❧ q✉❡ t ≥ t0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ S(t)B ⊂ B0✳
✶✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ❘❛♣♣❡❧s
✷✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ K ⊂ E ❡st ❛ttr❛❝t✐❢ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❜♦r♥é B ❞❡ E
lim
t→+∞
distE(S(t)B,K) = 0,
♦ù distE ❡st ❧❛ s❡♠✐✲❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❡st ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞❛♥s E s✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t B ⊂ E✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✈ér✐✜é❡ ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✭❛✉ s❡♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡✮ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡
‖S(t)u0‖E ≤ Q(‖u0‖E)e
−αt + C∗, ∀ t ≥ 0,
♦ù Q ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s α ❡t C∗ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ❞❡ u0 ∈ E✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ E✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝✐té
❞❡ ❑✉r❛t♦✇s❦✐ ❞❡ B ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té
κ(B) := inf{d,B ❛ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ E
❞♦♥t ❧❡s ❞✐❛♠ètr❡s s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ d}.
✭✷✳✻✮
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❛❝t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B ⊂ E✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❑✉r❛t♦✇s❦✐
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ S(t)B t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
lim
t→+∞
κ(S(t)B) = 0, ∀ ❜♦r♥é B ❞❛♥s E .
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊂ E ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
S(t) s✉r E s✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿
✶✳ ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ E ❀
✷✳ ✐❧ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ S(t)A = A ∀ t ≥ 0 ❀
✸✳ ❝✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ttr❛❝t✐❢ ♣♦✉r S(t) s✉r E✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A ♥♦✉s
❛ss✉r❡ s♦♥ ✉♥✐❝✐té ✭s✬✐❧ ❡①✐st❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✭♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮ ❡♥s❡♠❜❧❡
❢❡r♠é q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡t ❛♣♣❛r❛ît ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❡r♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✵✳ ✭✈♦✐r ❬✷✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✾✳❪✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❡st
❝♦♥t✐♥✉✱ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ✭❝✲à✲❞✳✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t B0✮✱ ❡t ❛s②♠♣t♦t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✮✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❝♦♥♥❡①❡ A t❡❧ q✉❡ A = ω(B0)✳
✷✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
❍❛✉s❞♦r✛ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✳
✶✽
✷✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ❙♦✐t X ⊂ E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t✳ P♦✉r ǫ > 0✱ s♦✐t
Nǫ(X) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ ǫ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡❝♦✉✈r✐r X✳ ❆❧♦rs
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡ X ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té
dimF (X) := lim
ǫ→0+
sup
lnNǫ(X)
ln(1
ǫ
)
✭♥♦t❡r q✉❡ dimF (X) ∈ [0,+∞]✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té Hǫ(X) := lnNǫ(X) ❡st ❛♣♣❡✲
❧é❡ ǫ✲❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❞❡ X✳
❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A ❡①✐st❡ ❡t ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ M✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧✱ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣❛r ❊❞❡♥✱ ❋♦✐❛s✱ ◆✐❝♦❧❛❡♥❦♦✱ ❡t ❚❡♠❛♠ ❞❛♥s ❬✷✼❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡rt❛✐♥s
❞é❢❛✉ts ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t M ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❡
s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) s✐ ✿
✭✐✮ ✐❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡✱ dimF (M) < +∞ ❀
✭✐✐✮ ✐❧ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ S(t)M⊂M✱ ∀ t ≥ 0 ❀
✭✐✐✐✮ ✐❧ ❛tt✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ E ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿
∀ B ⊂ E ❜♦r♥é , distE(S(t)B,M) ≤ Q(‖B‖E)e−ct, t ≥ 0,
♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ Q s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ B✱ ❡t
distE ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✻✳ ✭❛✮ ❯♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❝❡❧❛
❡st ❞û à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳
✭❜✮ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❡t ❝❡ ❡♥ ❞é♣✐t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ✭✈♦✐r à ❝❡ ♣r♦♣♦s✱ ❬✷✽❪✮✳
✭❝✮ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s ❛✉ss✐ ♠✐♥✐♠❡s s♦✐❡♥t ❡❧❧❡s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡♥t❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛ttr❛❝✲
t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ q✉✐ ❧✉✐✱ ❡st r♦❜✉st❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❬✷✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳
✶✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ❘❛♣♣❡❧s
✷✵
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
▼❛①✇❡❧❧✲❈❛tt❛♥❡♦ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
✷✶

✷✳✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✷✳✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ q✉✐ ❞é❝r✐t ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❛tt❛♥❡♦ ♦✉ ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❣é♥ér❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛♥❛❧②sé s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ♦✉ ✸
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ré✲
❣✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r
❧❡ ❞❡❣ré s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✮✳ ❆✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
♥♦♥ ré❣✉❧✐❡r✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡
✜♥✐❡✱ ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❡t ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❡st ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛♥❛❧②sé s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ R3 ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❖♥
♣r♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣✉✐s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r
❣❧♦❜❛❧✳
✷✳✻✳✶ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) =
∂α
∂t
, ❞❛♥s Ω, ✭✷✳✼✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ❞❛♥s Ω. ✭✷✳✽✮
▲❡ s②stè♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✼✮✲✭✷✳✽✮ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ✭✈♦✐r ❬✶❪✱ ❬✶✶❪ ❡t ❬✶✷❪✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❧✐❜r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Ψ(u, θ) =
∫
Ω
(
1
2
|∇u|2 + F (u)− uθ −
1
2
θ2)dx, ✭✷✳✾✮
♦ù θ := ∂α
∂t
❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡t Ω ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡
s✉❜✐ss❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ H ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
H = −∂θΨ, ✭✷✳✶✵✮
♦ù ∂ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
H = u+ θ. ✭✷✳✶✶✮
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡ u ❡t θ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r
∂u
∂t
= −∂uΨ ✭✷✳✶✷✮
✷✸
❡t
∂H
∂t
+ ❞✐✈q = 0, ✭✷✳✶✸✮
♦ù q r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭✈♦✐r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❛tt❛♥❡♦ ✭❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s ét❛♥t ♣r✐s❡s é❣❛❧❡♥t à 1✮✱ à s❛✈♦✐r
(1 +
∂
∂t
)q = −∇
∂θ
∂t
−∇θ. ✭✷✳✶✹✮
❉❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐♥✈r❛✐s✲
s❡♠❜❧❛❜❧❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① t❤❡r♠✐q✉❡s
s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✜♥✐❡ ✭✓ ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✔✮✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮✱
(1 +
∂
∂t
)
∂H
∂t
−∆θ −∆
∂θ
∂t
= 0, ✭✷✳✶✺✮
❞✬♦ù
∂2θ
∂t2
+
∂θ
∂t
−∆
∂θ
∂t
−∆θ = −
∂2u
∂t2
−
∂u
∂t
. ✭✷✳✶✻✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✶✻✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −
∂u
∂t
− u+ g, ✭✷✳✶✼✮
♦ù
g =
∂2α
∂t2
(0) +
∂α
∂t
(0)−∆
∂α
∂t
(0) +
∂u
∂t
(0) + u(0). ✭✷✳✶✽✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ∂
2α
∂t2
(0) t❡❧❧❡
q✉❡ g = 0✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ✭✷✳✶✼✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −
∂u
∂t
− u. ✭✷✳✶✾✮
❊♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✭✷✳✼✮✲✭✷✳✽✮✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s
u = α = 0 s✉r ∂Ω
❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
u/t=0 = u0, α/t=0 = α0,
∂α
∂t /t=0
= α1.
❖♥ ❡st ❛♠❡♥é à tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t✐t❡s s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) =
∂α
∂t
, ❞❛♥s Ω,
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ❞❛♥s Ω,
u = α = 0 s✉r ∂Ω,
u/t=0 = u0, α/t=0 = α0,
∂α
∂t /t=0
= α1.
✷✹
✷✳✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ à s❛✈♦✐r
λα✱ λ > 0✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ α✳ ❈❡tt❡ ❧é❣èr❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
✷✺
✷✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡
❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❈❛tt❛♥❡♦ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ✭❝❢✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✶❪✱ ❬✶✽❪✱ ❬✷❪✱ ❬✷✾❪✱ ❬✸✵❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s
q✉✐ ② s♦♥t ❝✐té❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ q✉❡ s✉r
s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✮✳ ❖♥ s✬✐♥t❡r❡ss❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❣r❛♥❞ ❀ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❡st ❜✐❡♥
♣♦sé✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❛♥s ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✾❪ ❡t ❬✸✶❪ ♦ù ❝❡s q✉❡st✐♦♥s s♦♥t
❛❜♦r❞é❡s✮✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) =
∂α
∂t
, ✭✸✳✶✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ✭✸✳✷✮
u = α = 0 s✉r ∂Ω, ✭✸✳✸✮
u|t=0 = u0, α|t=0 = α0,
∂α
∂t
|t=0 = α1, ✭✸✳✹✮
♦ù u ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ♦✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ α r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦té❡ θ
✭α(t) :=
∫ t
0
θ(τ)dτ + α0✮✱ Ω ⊂ R
d(d = 2 ♦✉ 3✮ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r✱ ∂Ω
❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❜♦r❞ ré❣✉❧✐❡r✱ ❞✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❞❡ Ω✳
✸✳✶ ❈❛❞r❡ ❛❜str❛✐t ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
H = L2(Ω), V = H10 (Ω) ❡t W = H
2(Ω).
✷✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ ♥♦t❡ (., .) ❡t ((., .)) ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡ H ❡t V ❀ ‖.‖ ❡t ‖.‖V ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s
♥♦r♠❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ 〈., .〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ V ′ ❡t V ✳ ❖♥
✐❞❡♥t✐✜❡ H ❡t H ′ ✭✈✐❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③✮✱ ♦ù H ′ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡ H✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs
V →֒→֒ H →֒ V ′,
❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞❡♥s❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r
V →֒→֒ H✱ ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ✭✈✐❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡❧❧✐❝❤✲❑♦♥❞r❛❝❤♦✛✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲
r♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s s✉✐✈❛♥t ✿
Φ = V × V ×H,
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖Φ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
♣♦✉r t♦✉t (x, y, z) ∈ Φ✱
‖(x, y, z)‖Φ = ‖x‖V + ‖y‖V + ‖z‖.
❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ f ✿ ✲ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿
f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1, ✭✸✳✺✮
f(0) = 0, ✭✸✳✻✮
−c0 ≤ F (s) ≤ f(s)s+ c1, c0, c1 ≥ 0, s ∈ R, ✭✸✳✼✮
♦ù F (s) =
∫ s
0
f(τ)dτ ✱
|f ′(s)| ≤ c2(|s|
2p + 1), c2 > 0, s ∈ R, p ≥ 0, ✭✸✳✽✮
f ′(s) ≥ −c3, c3 ≥ 0, s ∈ R. ✭✸✳✾✮
✸✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳
P♦✉r t♦✉t v ∈ V ✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s H ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮
❛✈❡❝ v✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
〈
∂u
∂t
, v〉+ ((u, v)) + (f(u), v) = 〈
∂α
∂t
, v〉, ✭✸✳✶✵✮
〈
∂2α
∂t2
, v〉+ 〈
∂α
∂t
, v〉+ ((
∂α
∂t
, v)) + ((α, v)) = −(u, v)− 〈
∂u
∂t
, v〉. ✭✸✳✶✶✮
♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ✭✸✳✶✵✮✲✭✸✳✶✶✮ ❧❡s ❡❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(0) = u0 ❞❛♥s H,
α(0) = α0 ❞❛♥s V,
∂α
∂t
(0) = α1 ❞❛♥s H.
✭✸✳✶✷✮
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ P♦✉r t♦✉t (u0, α0, α1) ∈ Φ✳ ❯♥ tr✐♣❧❡t (u, α, ∂α∂t ) ❡st ❞✐t s♦❧✉t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮ s✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✸✳✶✵✮✲✭✸✳✶✷✮ ❞❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮ ❡t
u ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V )✱ ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;H)✱ α ∈ C([0, T ];V ) ∩ L2(0, T ;V ) ❡t
∂α
∂t
∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V )✳
✷✽
✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t à ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ✲ ❙♦✐t (u0, α0, α1) ∈ Φ ❡t F (u0) < ∞✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✸✳✺✮ ❡t ✭✸✳✼✮
✈ér✐✜é❡s✳ ❆❧♦rs s✐ p ≤ 2 q✉❛♥❞ d = 3 ❞❛♥s ✭✸✳✽✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮ ❛❞✲
♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u, α, ∂α
∂t
) ❛✈❡❝ u ∈ L∞(R+;V )✱ ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;V ′)✱
α ∈ L∞(R+;V ) ❡t ∂α
∂t
∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V )✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋❛❡❞♦✲●❛❧❡r❦✐♥ ❡♥ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s✳
Pr♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✿ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡H2(Ω)∩H10 (Ω) ❡st ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t✱ ❜♦r♥é ❡t str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢ ❀ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ {ωj}j≥1
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ −∆ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · q✉✐ ❢♦r♠❡
✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❛♥s H ❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥s V ✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t
Vm = V ect{ω1, · · · , ωm}
❡t
βm =
∂αm
∂t
(r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t β =
∂α
∂t
).
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é s✉✐✈❛♥t✱ é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿
dum
dt
−∆um + f(um) = βm, ✭✸✳✶✸✮
dβm
dt
+ βm −∆βm −∆αm = −um −
dum
dt
, ✭✸✳✶✹✮
um(0) = Pmu0,
αm(0) = Pmα0,
∂αm
∂t
= βm,
βm(0) = Pmα1,
✭✸✳✶✺✮
♦ù Pm ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ H s✉r Vm ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s H✱
❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à
(
∂um
∂t
, v) + ((um, v)) + (f(um), v) = (βm, v), ✭✸✳✶✻✮
(
∂βm
∂t
, v) + (βm, v) + ((βm, v)) + ((αm, v)) = −(um, v)− (
∂um
∂t
, v), ✭✸✳✶✼✮
❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✺✮✳
❙♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✿ ✲ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s um✱ αm ❡t βm s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ✿
um(t) =
m∑
j=1
ujm(t)ωj,
αm(t) =
m∑
j=1
αjm(t)ωj
✷✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❡t
βm(t) =
m∑
j=1
βjm(t)ωj,
♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ujm(t)✱ αjm(t) ❡t βjm(t) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à C
1(R+) ❡t ✈ér✐✜❡♥t
ujm(0) = (u0, ωj), j = 1, · · · ,m,
αjm(0) = (α0, ωj), j = 1, · · · ,m,
βjm(0) = (α1, ωj), j = 1, · · · ,m.
❆✐♥s✐✱ rés♦✉❞r❡ ✭✸✳✶✸✮✲✭✸✳✶✺✮ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ujm✱ αjm ❡t βjm t❡❧s
q✉❡ um✱ αm ❡t βm ✈ér✐✜❡♥t ✭✸✳✶✸✮✲✭✸✳✶✺✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♣♦s❡
v = ωi, i = 1, · · · ,m ❞❛♥s ✭✸✳✶✸✮✲✭✸✳✶✺✮ ❡t ♦♥ ❛ :
(
∂um
∂t
, ωi) + ((um, ωi)) + (f(um), ωi) = (βm, ωi), ✭✸✳✶✽✮
(
∂βm
∂t
, ωi) + (βm, ωi) + ((βm, ωi)) + ((αm, ωi)) ✭✸✳✶✾✮
= −(um, ωi)− (
∂um
∂t
, ωi).
❊♥ ♥♦t❛♥t q✉❡
(
∂um
∂t
, ωi) = u
′
im(t) ✭✸✳✷✵✮
❡t q✉❡
((um, ωi)) = (−∆um, ω)
=
∑m
j=1 ujm(t)(−∆ωj, ωi)
=
∑m
j=1 ujm(t)(λjωj, ωi)
=
∑m
j=1 λjujm(t)(ωj, ωi)
=
∑m
j=1 λjujm(t)δij
= λiuim(t),
✭✸✳✷✶✮
♦ù δij ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
δij =
{
1, s✐ i = j,
0 s✐♥♦♥ ,
✭✸✳✷✷✮
♣✉✐s q✉❡
(
∂βm
∂t
, ωi) = β
′
im(t), ✭✸✳✷✸✮
(βm, ωi) = βim(t), ✭✸✳✷✹✮
♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✭✸✳✷✶✮✱ ♦♥ ❛ q✉❡
((βm, ωi)) = λiβim(t) ✭✸✳✷✺✮
❡t
((αm, ωi)) = λiαim(t). ✭✸✳✷✻✮
✸✵
✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
❆❧♦rs ✭✸✳✶✽✮✲✭✸✳✷✵✮ s✬é❝r✐t
(E.D.O.)


u′im(t) + λiuim(t) + (f(um), ωi) = βim(t), i = 1, · · · ,m,
β′im(t) + βim(t) + λiβim(t) + λiαim(t)
= −uim(t)− u
′
im(t), i = 1, · · · ,m,
α′im(t) = βim(t), i = 1, · · · ,m.
✭✸✳✷✼✮
❖♥ s✬❡st r❛♠❡♥é à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 3m éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
y′ = ϕ(y).
❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (um, αm) s✉r ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (0, Tm)✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ Tm > 0✳
❙♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✿ ✕ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡
❞é✜♥✐❡ s✉r [0, Tm[ ❀ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ Tm = T ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❡♥ t❡♠♣s ♦❜t❡♥✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐ ✉♥✐❢♦r♠❡s✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✽✮ ♣❛r u′im ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∇um‖
2 + 2
∫
Ω
F (um)dx) +
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
= (βm,
∂um
∂t
). ✭✸✳✷✽✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✽✮ ♣❛r uim ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 +
∫
Ω
f(um)umdx = 〈
∂αm
∂t
, um〉. ✭✸✳✷✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✷✵✮ ♣❛r β′im ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖βm‖
2 + ‖βm‖
2 + ‖∇βm‖
2 + ((αm, βm)) = −(
∂um
∂t
+ um, βm). ✭✸✳✸✵✮
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ βm =
∂αm
∂t
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✭✸✳✷✽✮✱ ✭✸✳✷✾✮ ❡t ✭✸✳✸✵✮
1
2
d
dt
(
‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + ‖∇αm‖
2 +
∥∥∥∥∂αm∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∫
Ω
F (um)dx
)
+ ‖∇um‖
2
+
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f(um)umdx+
∥∥∥∥∂αm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αm∂t
∥∥∥∥
2
= 0.
✭✸✳✸✶✮
P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✼✮✱ ♦♥ ❛ ✿
F (um)− c1 ≤ f(um)um. ✭✸✳✸✷✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✸✶✮✲✭✸✳✸✷✮ q✉❡
1
2
d
dt
(
‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + ‖∇αm‖
2 +
∥∥∥∥∂αm∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∫
Ω
F (um)dx
)
+ ‖∇um‖
2
+
∫
Ω
F (um)dx+
∥∥∥∥∂αm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αm∂t
∥∥∥∥
2
≤ c1|Ω|.
✭✸✳✸✸✮
✸✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✷✵✮ ♣❛r αim ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(‖αm‖
2 + ‖∇αm‖
2 + 2〈
∂αm
∂t
, αm〉) + ‖∇αm‖
2
= −(um, αm)− (
∂um
∂t
, αm) +
∥∥∥∥∂αm∂t
∥∥∥∥
2
.
✭✸✳✸✹✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✸✳✸✸✮ ❡t δ✭✸✳✸✹✮✱ ❛✈❡❝ δ > 0 à ♣ré❝✐s❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
dψm
dt
+ ‖∇um‖
2 + δ‖∇αm‖
2 +
∫
Ω
F (um)dx+
∥∥∥∥∂αm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αm∂t
∥∥∥∥
2
≤ c1|Ω| − δ(um, αm)− δ(
∂um
∂t
, αm) + δ
∥∥∥∥∂αm∂t
∥∥∥∥
2
,
✭✸✳✸✺✮
♦ù
ψm(t) =‖um(t)‖
2 + ‖∇um(t)‖
2 + δ‖αm(t)‖
2 + (1 + δ)‖∇αm(t)‖
2 +
∥∥∥∥∂αm∂t (t)
∥∥∥∥
2
+ 2δ〈
∂αm
∂t
(t), αm(t)〉+ 2
∫
Ω
F (um(t))dx,
✭✸✳✸✻✮
s❛t✐s❢❛✐t✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ > 0 t❡❧ q✉❡
1− δ > 0 ✭✸✳✸✼✮
❡t
2δ〈
∂αm
∂t
(t), αm(t)〉+ δ‖αm(t)‖
2 + (1 + δ)‖∇αm(t)‖
2 +
∥∥∥∥∂αm∂t (t)
∥∥∥∥
2
≥ c
{
‖αm(t)‖
2 + ‖∇αm(t)‖
2 +
∥∥∥∥∂αm∂t (t)
∥∥∥∥
2 }
,
✭✸✳✸✽✮
c
(
‖um(t)‖
2
V + ‖αm(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂αm∂t (t)
∥∥∥∥
2 )
≤ ψm(t)
≤ c′
(
‖um(t)‖
2
V + ‖αm(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂αm∂t (t)
∥∥∥∥
2 )
.
✭✸✳✸✾✮
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✸✳✸✼✮✱ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
dψm
dt
+ κψm + c
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αm∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′, κ, c > 0 ❡t c′ ≥ 0. ✭✸✳✹✵✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ é❝r✐t
dψm
dt
+ κψm ≤ c
′. ✭✸✳✹✶✮
✸✷
✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❛♣♣❧✐q✉é à ✭✸✳✹✶✮ ❞♦♥♥❡
ψm(t) ≤ e
−κtψm(0) +
c′
κ
, ✭✸✳✹✷✮
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡
ψm(t) ≤ ψm(0) +
c′
κ
, ✭✸✳✹✸✮
❛✈❡❝
ψm(0) =‖um(0)‖
2 + ‖∇um(0)‖
2 + ‖αm(0)‖
2 + (1 + δ)‖∇αm(0)‖
2
+
∥∥∥∥∂αm∂t (0)
∥∥∥∥
2
+ 2δ〈
∂αm
∂t
(0), αm(0)〉+ 2
∫
Ω
F (um(0))dx,
✭✸✳✹✹✮
um(0)✱ αm(0) ❡t
∂αm
∂t
(0) ét❛♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❞❡ u0✱ α0 ❡t α1✱ r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡
‖um(0)‖ ≤ ‖u0‖,
‖αm(0)‖V ≤ ‖α0‖V
❡t ∥∥∥∥∂αm∂t (0)
∥∥∥∥ ≤ ‖α1‖.
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✽✮✱ ♣♦✉r p ≤ 2 ❧♦rsq✉❡ d = 3✱∣∣∣∣
∫
Ω
F (um(0))dx
∣∣∣∣ ≤ c(‖um(0)‖2p+2L2p+2 + 1)
≤ c(‖um(0)‖
6
V + 1)
≤ c(‖u0‖
6
V + 1),
❞✬♦ù
ψm(0) ≤ ‖u0‖
2
V + ‖α0‖
2
V + ‖α1‖
2 + c(‖u0‖
6
V + 1).
❆✐♥s✐
sup
t∈[0,T ]
{‖um(t)‖
2
V + ‖αm(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂αm∂t (t)
∥∥∥∥
2
} ≤ c′, ✭✸✳✹✺✮
♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ m✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥
t❡♠♣s ❡t Tm = T ✳
▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✿ ✕ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥
❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡m ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ◗✉✐tt❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛✱ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✭✸✳✹✺✮ q✉❡
um
∗
⇀ u ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ét♦✐❧❡ ❞❛♥s L∞(0, T ;V ), ✭✸✳✹✻✮
αm
∗
⇀ α ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ét♦✐❧❡ ❞❛♥s L∞(0, T ;V ), ✭✸✳✹✼✮
❡t
∂αm
∂t
∗
⇀
∂α
∂t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ét♦✐❧❡ ❞❛♥s L∞(0, T ;H), ✭✸✳✹✽✮
✸✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ ✐♥tè❣r❡ ✭✸✳✹✵✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ❛
ψm(t) +
∫ t
0
{∥∥∥∥∂um∂t (s)
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αm∂t (s)
∥∥∥∥
2 }
ds ≤ c, ∀t ∈ [0, T ] c ≥ 0, ✭✸✳✹✾✮
❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❡st ❜✐❡♥ sûr ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ m✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡
∂um
∂t
⇀
∂u
∂t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(0, T ;H) ✭✸✳✺✵✮
❡t q✉❡
∇
∂αm
∂t
⇀ ∇
∂α
∂t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(0, T ;H). ✭✸✳✺✶✮
▲❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ✭✸✳✹✽✮ ❡t ✭✸✳✺✶✮ ♠✐s❡s ❝ôt❡ à ❝ôt❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡
∂αm
∂t
⇀
∂α
∂t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(0, T ;V ). ✭✸✳✺✷✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f(um)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✸✳✻✮ ❡t ✭✸✳✽✮ ❡♥tr❛î♥❡♥t q✉❡
|f(s)| ≤ c2(|s|
2p+1 + 1). ✭✸✳✺✸✮
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ✭✸✳✻✮✱ ♦♥ é❝r✐t
f(s) =
∫ s
0
f ′(τ)dτ,
❡♥✜♥✱ ♣❛r ✭✸✳✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
|f(s)| ≤
∫ s
0
|f ′(τ)|dτ
≤ c2
∫ s
0
(|τ |2p + 1)dτ
≤ c2(
1
2p+ 1
|s|2p+1 + |s|)
≤ c2(|s|
2p+1 + 1),
❞✬♦ù ❧❛ r❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ t②♣❡ ❆✉❜✐♥✲▲✐♦♥s✱
um → u ♣✳♣ ✭♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡✮,
❞✬♦ù
f(um)→ f(u) ♣✳♣ ❞❛♥s Ω× (0, T )
❡t
f(um) ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s L
q(Ω× (0, T )) (❞✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶)
❞✬♦ù
f(um) ⇀ f(u) ❞❛♥s L
q(Ω× (0, T ))(♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡)
✸✹
✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ q = 2p+1
2p
✳ ❉❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ✭✸✳✹✻✮✱ ✭✸✳✹✼✮ ❡t ✭✸✳✹✽✮✱ ♦♥ ❛ é❝r✐t
q✉❡
u ∈ L∞(0, T ;V ) ❡t
∂u
∂t
∈ L2(0, T ;V ′),
α ∈ L∞(0, T ;V ) ❡t
∂α
∂t
∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ).
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♦♥s q✉❡
u ∈ C([0, T ];H), α ∈ C(0, T ;V ).
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ tr✐♣❧❡t (u, α, ∂α
∂t
) ét❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡
∂2α
∂t2
∈ L2(0, T ;H) + L2(0, T ;V ′),
❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡
∂α
∂t
∈ C([0, T ];H).
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞✉ s❡♥s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❘❡t♦✉r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿ ✕❙♦✐t n ∈ N∗ ❡t v ∈ Vn✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
∀ n ≤ m✱ Vn ⊂ Vm ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ s✬é❝r✐t
(υm)


(∂um
∂t
, v) + ((um, v)) + 〈f(um), v〉 = (
∂αm
∂t
, v),
(∂
2αm
∂t2
, v) + (∂αm
∂t
, v) + ((∂αm
∂t
, v)) + ((αm, v))
= −(um, v)− (
∂um
∂t
, v),
(um(0), αm(0),
∂αm
∂t
(0)) = (u0m, α0m, α1m), ∀ v ∈ Vn, ∀ m ≥ n.
❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ∈ C1(0, T ;V ) t❡❧❧❡ q✉❡ φ(T ) = 0✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ (υm)1 ♣❛r φ ❡t ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r [0, T ]✳ ❖♥ ❛∫ T
0
(
∂um
∂t
, φ)dt+
∫ T
0
((um, φ))dt+
∫ T
0
〈f(um), φ〉dt
=
∫ T
0
(
∂αm
∂t
, φ)dt.
✭✸✳✺✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ (υm)2 ♣❛r φ ❡t ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r [0, T ]✳ ❖♥ ❛∫ T
0
(
∂2αm
∂t2
, φ)dt+
∫ T
0
(
∂αm
∂t
, φ)dt+
∫ T
0
((
∂αm
∂t
, φ))dt
+
∫ T
0
((
∂αm
∂t
, φ))dt = −
∫ T
0
(um, φ)dt−
∫ T
0
(
∂um
∂t
, φ)dt.
✭✸✳✺✺✮
❖♥ ✐♥tè❣r❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✸✳✺✹✮✳ ❖♥ é❝r✐t
− (um(0), φ(0))−
∫ T
0
(um,
∂φ
∂t
)dt+
∫ T
0
((um, φ))dt+
∫ T
0
〈f(um), φ〉dt
=
∫ T
0
(
∂αm
∂t
, φ)dt.
✭✸✳✺✻✮
✸✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ ✐♥tè❣r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ✭✸✳✺✺✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
− (αm(0), φ(0))− (
∂αm
∂t
(0), φ(0))−
∫ T
0
(αm,
∂φ
∂t
)dt−
∫ T
0
(
∂αm
∂t
,
∂φ
∂t
)dt
+
∫ T
0
((
∂αm
∂t
, φ))dt+
∫ T
0
((αm, φ))dt = −
∫ T
0
(um, φ)dt−
∫ T
0
(
∂um
∂t
, φ)dt.
✭✸✳✺✼✮
❖♥ s❛✐t q✉❡ um(0)✱ αm(0) ❡t
∂αm
∂t
(0) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s
❞❡ u0 ❞❛♥s H✱ ❞❡ α0 ❞❛♥s V ❡t ❞❡ α1 ❞❛♥s H✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s
✭✸✳✺✻✮✲✭✸✳✺✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
−(u0, φ(0))−
∫ T
0
(u,
∂φ
∂t
)dt+
∫ T
0
((u, φ))dt+
∫ T
0
〈f(u), φ〉dt =
∫ T
0
(
∂α
∂t
, φ)dt ✭✸✳✺✽✮
❡t
− (α0, φ(0))− (α1, φ(0))−
∫ T
0
(α,
∂φ
∂t
)dt−
∫ T
0
(
∂α
∂t
,
∂φ
∂t
)dt
+
∫ T
0
((
∂α
∂t
, φ))dt+
∫ T
0
((α, φ))dt = −
∫ T
0
(u, φ)dt−
∫ T
0
(
∂u
∂t
, φ)dt,
✭✸✳✺✾✮
∀ v ∈ Vn, ∀ n ∈ N
∗✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t v ∈
⋃
n∈N∗ Vm✳ P❛r ❞❡♥s✐té✱ ♦♥ ❛ ❧❛
✈❛❧✐❞✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❛♥s V ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞
φ ∈ C∞c (0, T ;V ) ⊂ {φ ∈ C
1(0, T ;V );φ(T ) = 0},
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮✳ ❊♥ r❡♣ét❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t
à ✭✸✳✺✽✮ ♣✉✐s ✭✸✳✺✾✮ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮ ❡t ✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
−(u(0), φ(0))−
∫ T
0
(u,
∂φ
∂t
)dt+
∫ T
0
((u, ϕ))dt+
∫ T
0
〈f(u), φ〉dt
=
∫ T
0
(
∂α
∂t
, φ)dt
✭✸✳✻✵✮
❡t
− (α(0), φ(0))− (
∂α
∂t
(0), φ(0))−
∫ T
0
(α,
∂φ
∂t
)dt−
∫ T
0
(
∂α
∂t
,
∂φ
∂t
)dt
+
∫ T
0
(∇
∂α
∂t
,∇φ)dt+
∫ T
0
((α, φ))dt = −
∫ T
0
(u, φ)dt−
∫ T
0
(
∂u
∂t
, φ)dt.
✭✸✳✻✶✮
❊♥✜♥✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✺✽✮ ❡t ✭✸✳✻✵✮ ♣✉✐s ✭✸✳✺✾✮ ❡t ✭✸✳✻✶✮✱
♦♥ é❝r✐t ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(u(0)− u0, φ(0)) = 0, ∀φ ∈ C
1(0, T ;V )
❡t
(α(0)− α0, φ(0)) + (
∂α
∂t
(0)− α1, , φ(0)) = 0, ∀φ ∈ C
1(0, T ;V ),
φ ét❛♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
u(0) = u0 ❞❛♥s H,
✸✻
✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
α(0) = α0 ❞❛♥s V
❡t
∂α
∂t
(0) = α1 ❞❛♥s H,
❞✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✱ ❛✈❡❝ p ≤ 1 ♣♦✉r d = 3✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t
q✉✐ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣rès ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t s❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ✐♥t✐❛❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣✉✐s ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t❛❧❡s✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝
(u(1), α(1), ∂α
(1)
∂t
) ❡t (u(2), α(2), ∂α
(2)
∂t
) ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮ ❡t (u
(1)
0 , α
(1)
0 , α
(1)
1 ) ❡t
(u
(2)
0 , α
(2)
0 , α
(2)
1 ) ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ♣♦s❡
u = u(1) − u(2), α = α(1) − α(2) ❡t
∂α
∂t
=
∂α(1)
∂t
−
∂α(2)
∂t
.
❆❧♦rs (u, α, ∂α
∂t
) ✈ér✐✜❡ ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u(1))− f(u(2)) =
∂α
∂t
, ✭✸✳✻✷✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ✭✸✳✻✸✮
u = α = 0 s✉r ∂Ω, ✭✸✳✻✹✮
u(0) = u
(1)
0 − u
(2)
0 , α(0) = α
(1)
0 − α
(2)
0 ,
∂α
∂t
(0) = α
(1)
1 − α
(2)
1 . ✭✸✳✻✺✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✻✷✮ ♣❛r u✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 +
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))udx =
∫
Ω
∂α
∂t
udx. ✭✸✳✻✻✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✻✷✮ ♣❛r ∂u
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇u‖2 + ||
∂u
∂t
||2 +
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))
∂u
∂t
dx =
∫
Ω
∂α
∂t
∂u
∂t
dx. ✭✸✳✻✼✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✻✷✮ ♣❛r ∂α
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∇α‖2 + ‖
∂α
∂t
‖2) + ‖
∂α
∂t
‖2 + ‖∇
∂α
∂t
‖2
= −
∫
Ω
∂α
∂t
udx−
∫
Ω
∂α
∂t
∂u
∂t
dx.
✭✸✳✻✽✮
✸✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✭✸✳✻✻✮✱ ✭✸✳✻✼✮ ❡t ✭✸✳✻✽✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖∇α‖2 + ‖
∂α
∂t
‖2
)
+ ‖∇u‖2 + ‖
∂u
∂t
‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))udx−
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))
∂u
∂t
dx.
✭✸✳✻✾✮
●râ❝❡ à ✭✸✳✾✮✱ ♦♥ ❛ ✿
−
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))udx ≤ c3‖u‖
2, ✭✸✳✼✵✮
♣✉✐s✱ ✭✸✳✽✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡♥tr❛î♥❡♥t q✉❡ ✭♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ✿
p = 1 q✉❛♥❞ d = 3✮ ✿∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(1 + |u(1)|2 + |u(2)|2)|u|
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u‖+ [‖u(1)‖2L6(Ω) + ‖u
(2)‖2L6(Ω)]‖u‖L6(Ω))
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
≤ c(1 + ‖u(1)‖2V + ‖u
(2)‖2V ])‖u‖V
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥ .
✭✸✳✼✶✮
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✭✸✳✻✾✮✲✭✸✳✼✶✮✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
∂Υ
∂t
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ cΥ, ✭✸✳✼✷✮
♦ù
Υ (t) = ‖u(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2 + ‖∇α(t)‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
✭✸✳✼✸✮
s❛t✐s❢❛✐t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré
c(‖u(t)‖2V + ‖α(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
) ≤ Υ (t)
≤ c′(‖u(t)‖2V + ‖α(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
).
✭✸✳✼✹✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
∂Υ
∂t
≤ cΥ ✭✸✳✼✺✮
❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❡t ✭✸✳✼✹✮ ❞♦♥♥❡♥t
‖u(1)(t)− u(2)(t)‖2V + ‖α
(1)(t)− α(2)(t)‖2V +
∥∥∥∥∂α(1)∂t (t)− ∂α
(2)
∂t
(t)
∥∥∥∥
2
≤ c
{
‖u
(1)
0 − u
(2)
0 ‖
2
V + ‖α
(1)
0 − α
(2)
0 ‖
2
V + ‖α
(1)
1 − α
(2)
1 ‖
2
}
,
✭✸✳✼✻✮
✸✽
✸✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❘é❣✉❧❛r✐té✳
♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ T ✳
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❧✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r u
(1)
0 = u
(2)
0 ✱ α
(1)
0 = α
(2)
0 ❡t α
(1)
1 = α
(2)
1 ✱ ♣✉✐s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✐♥♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

▲❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✸✳✶ ❡t ✸✳✷✱ ♥♦✉s ❛♠è♥❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐♥✉
S(t) ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ✭✈♦✐r ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r Φ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
S(t) : Φ→ Φ, S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α
∂t
(t)); ✭✸✳✼✼✮
✐❝✐ ❧❡ tr✐♣❧❡t (u, α, ∂α
∂t
) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
✸✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❘é❣✉❧❛r✐té✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❛❜s♦r❜❛♥ts ♣♦✉r ❧❡
s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❛ss♦❝✐é à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱
❡st ❞✐ss✐♣❛t✐❢ s✉r Φ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t β0 ❞❛♥s Φ ✭✈♦✐r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u0, α0, α1) ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ Φ✳ ❉✐s♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t ρ > 0✱ ♦♥ ❛ (u0, α0, α1) ∈ Bρ✱ Bρ ét❛♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ Φ ❞❡ ❝❡♥tr❡ 0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ρ✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❥✉st✐✜és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✮ ♣❛r u✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 +
∫
Ω
f(u)udx = (
∂α
∂t
, u). ✭✸✳✼✽✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✮ ♣❛r ∂u
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx) +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
= (
∂α
∂t
,
∂u
∂t
). ✭✸✳✼✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✷✮ ♣❛r ∂α
∂t
✳ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −(
∂α
∂t
, u)− (
∂α
∂t
,
∂u
∂t
). ✭✸✳✽✵✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r ✭✸✳✼✽✮✱ ✭✸✳✼✾✮ ❡t ✭✸✳✽✵✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
1
2
d
dt
{
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∫
Ω
F (u)dx
}
+ ‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
Ω
f(u)udx.
✭✸✳✽✶✮
✸✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✼✮ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡
−f(u)u ≤ −F (u) + c2,
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ é❝r✐t
1
2
d
dt
{
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∫
Ω
F (u)dx
}
+ ‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
F (u)dx+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c2|Ω|.
✭✸✳✽✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✭✸✳✼✮ ♣❛r α✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(‖α‖2 + ‖∇α‖2 + 2〈
∂α
∂t
, α〉) + ‖∇α‖2
= −(u, α)− 〈
∂u
∂t
, α〉+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
.
✭✸✳✽✸✮
❙♦✐t δ > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ s♦♠♠❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✽✷✮ ❡t δ✭✸✳✽✸✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
{
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + δ‖α‖2 + (1 + δ)‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2δ〈
∂α
∂t
, α〉+ 2
∫
Ω
F (u)dx
}
+ ‖∇u‖2 + δ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
F (u)dx+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c2|Ω| − δ(u, α)− δ〈
∂u
∂t
, α〉+ δ
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
.
✭✸✳✽✹✮
❖♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t P♦✐♥❝❛ré
−δ(u, α) ≤ δ|(u, α)|
≤ δ‖u‖‖α‖
≤
δ
2
‖u‖2 +
δ
2
‖α‖2
≤
δ
2λ1
‖∇u‖2 +
δ
2λ1
‖∇α‖2
✭✸✳✽✺✮
❡t
−δ〈
∂u
∂t
, α〉 ≤ δ|〈
∂u
∂t
, α〉|
≤ δ
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥ ‖α‖
≤
δ
2
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
δ
2
‖α‖2
≤
δ
2
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
δ
2λ1
‖∇α‖2,
✭✸✳✽✻✮
♦ù λ1 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦✐♥s ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✮✳
✹✵
✸✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❘é❣✉❧❛r✐té✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t δ > 0 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿
δ < 1 ❡t δ < 2λ1 ✭✸✳✽✼✮
❡t
c(‖α‖2V +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
) ≤ δ‖α‖2 + (1 + δ)‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2δ〈
∂α
∂t
, α〉. ✭✸✳✽✽✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✸✳✽✹✮✲✭✸✳✽✽✮✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dψ1
dt
+ νψ1 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c, ν > 0, c ≥ 0, ✭✸✳✽✾✮
♦ù
ψ1(t) =‖u(t)‖
2 + ‖∇u(t)‖2 + δ‖α(t)‖2 + (1 + δ)‖∇α(t)‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
+ 2δ〈
∂α
∂t
(t), α(t)〉+ 2
∫
Ω
F (u(t))dx
✭✸✳✾✵✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖u(t)‖2V +
∫
Ω
F (u)dx+ ‖α(t)‖2V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
) ≤ ψ1(t)
≤ c′(‖u(t)‖2V +
∫
Ω
F (u)dx+ ‖α(t)‖2V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
).
✭✸✳✾✶✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ é❝r✐t
dψ1
dt
+ νψ1 ≤ c, ✭✸✳✾✷✮
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❛♣♣❧✐q✉é à ✭✸✳✾✷✮ ❞♦♥♥❡
ψ1(t) ≤ e
−νtψ1(0) + c, ∀ t ≥ 0. ✭✸✳✾✸✮
P❛r ✭✸✳✽✽✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u0, α0, α1) s♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é✱ ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✸✮ ❞❡✈✐❡♥t
ψ1(t) ≤ µe
−νt + c, ✭✸✳✾✹✮
❛✈❡❝ µ = µ(ρ) > 0✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t η > 0 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡
µe−νt + c ≤ η.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ 0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ η ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t
♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
‖u(t)‖2V + ‖α(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
≤ η, ∀t ≥ t0, ✭✸✳✾✺✮
❛✈❡❝ t0 = t0(ρ) := max{0,−
1
ν
log
(
η−c
µ
)
}✳

✹✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✈r❛✐❡s ✭✸✳✻✮ ❡t ✭✸✳✾✮ ❡t q✉❡ p ∈ [0, 1] ❞❛♥s ✭✸✳✽✮ ❧♦rsq✉❡
d = 3✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u0, α0, α1) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à H2(Ω) ∩H10 (Ω)×
H2(Ω)∩H10 (Ω)×H
1
0 (Ω)✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡
u ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ H10 (Ω))✱
∂u
∂t
∈ L2(0, T ;H10 (Ω))✱ α ∈ L
∞(R+;H2(Ω) ∩ H10 (Ω))
❡t ∂α
∂t
∈ L∞(R+;H10 (Ω)) ∩ L
2(0, T ;H2(Ω) ∩H10 (Ω))✱ ∀ T > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ét❛♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ét❛❜❧✐r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❧❡♠♠❡s ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♣✉✐s ●r♦♥✇❛❧❧
✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ♣❛r −∆u✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❡
1
2
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 +
∫
Ω
f ′(u)|∇u|2dx = −(
∂α
∂t
,∆u), ✭✸✳✾✻✮
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ✭✸✳✾✮ ❡♥tr❛î♥❡♥t
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 ≤ 2c3‖∇u‖
2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✸✳✾✼✮
❙♦✐t ǫ > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✭✸✳✽✾✮ ❡t
ǫ✭✸✳✾✼✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
dψ2
dt
+ νψ1 + ǫ‖∆u‖
2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c+ 2c3ǫ‖∇u‖
2 + ǫ
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
, ✭✸✳✾✽✮
♦ù
ψ2(t) = ψ1 + ǫ‖∇u‖
2 ✭✸✳✾✾✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖u(t)‖2V +
∫
Ω
F (u)dx+ ‖α(t)‖2V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
) ≤ ψ2(t)
≤ c′(‖u(t)‖2V +
∫
Ω
F (u)dx+ ‖α(t)‖2V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
).
✭✸✳✶✵✵✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ǫ > 0 t❡❧ q✉❡ ✿
ǫ <
ν
2c3
, c3 > 0,
♦♥ ❡st ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
dψ2
dt
+ cψ2 + c
′‖∆u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′′. ✭✸✳✶✵✶✮
❆✐♥s✐✱
u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)). ✭✸✳✶✵✷✮
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✸✳✶✵✶✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✸✳✶✵✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✭✸✳✶✵✷✮✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✶✮ ♣❛r −∆∂u
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳
❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∆u‖2 +
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂u
∂t
dx = ((
∂α
∂t
,
∂u
∂t
)). ✭✸✳✶✵✸✮
✹✷
✸✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❘é❣✉❧❛r✐té✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✭✸✳✷✮ ♣❛r −∆∂α
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖∆α‖2+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂α∂t
∥∥∥∥
2
= ((u,
∂α
∂t
))− ((
∂α
∂t
,
∂u
∂t
)). ✭✸✳✶✵✹✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✵✸✮ ❡t ✭✸✳✶✵✹✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
1
2
d
dt
(
‖∆u‖2 + ‖∆α‖2 +
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂α∂t
∥∥∥∥
2
= ((u,
∂α
∂t
))−
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂u
∂t
dx.
✭✸✳✶✵✺✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❣râ❝❡ à ✭✸✳✽✮∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u|2p + 1)|∇u|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx. ✭✸✳✶✵✻✮
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ d = 2✱ ♦♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱∫
Ω
|u|2p|∇u|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c‖u‖2pH1‖u‖H2
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ ✭✸✳✶✵✼✮
❡t s✐ d = 3✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s p ≤ 1✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ✭♣♦✉r p = 1✮∫
Ω
|u|2|∇u|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c‖u‖2H1‖u‖H2
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ . ✭✸✳✶✵✽✮
❆✐♥s✐✱ ❞❡ ✭✸✳✶✵✻✮✲✭✸✳✶✵✽✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c‖u‖q′H1(‖u‖H2 + 1)
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ , q′ ≥ 0. ✭✸✳✶✵✾✮
❊♥✜♥✱ ❞❡ ✭✸✳✶✵✺✮ ❡t ✭✸✳✶✵✾✮✱ ♦♥ é❝r✐t
d
dt
(
‖∆u‖2 + ‖∆α‖2 +
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c‖u‖qH1(‖u‖
2
H2 + 1), q ≥ 0.
✭✸✳✶✶✵✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✸✳✶✵✶✮ ❡t ✭✸✳✶✶✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dψ3
dt
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c‖u‖qH1(‖u‖
2
H2 + 1)(ψ3 + 1) + c
′, ✭✸✳✶✶✶✮
❛✈❡❝
ψ3(t) = ψ2(t) + ‖∆u(t)‖
2 + ‖∆α(t)‖2 +
∥∥∥∥∇∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
✭✸✳✶✶✷✮
✈ér✐✜❛♥t
c
(
‖u(t)‖2H2 +
∫
Ω
F (u(t))dx+ ‖α(t)‖2H2 +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
H1
)
− c′′ ≤ ψ3(t)
≤ c′
(
‖u(t)‖2H2 +
∫
Ω
F (u(t))dx+ ‖α(t)‖2H2 +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
H1
)
+ c′′.
✭✸✳✶✶✸✮
✹✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ à ✭✸✳✶✶✶✮ ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✸✳✶✵✷✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ u ∈ L∞(R+;V )✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
u ∈ L∞(0, T ;W ∩ V ), ∀ T > 0. ✭✸✳✶✶✹✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦✇♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞♦✐t
✈ér✐✜❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✮ ✿
∫ t+r
t
ψ3(s)ds ≤ c ❡t
∫ t+r
t
c‖u‖qH1(‖u‖
2
H2 + 1) ≤ c
′ ∀t ≥ t0, ∀r > 0,
♦ù t0 ❡st t❡❧ q✉❡ ✿
∀B ⊂ Φ ❜♦r♥é , S(t)B ⊂ β0, ∀ t ≥ t0.
❉✬❛♣rès ✭✸✳✶✵✶✮ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱ ♦♥ é❝r✐t
∫ t+r
t
c‖u‖qH1(‖u‖
2
H2 + 1) ≤ c, ∀ t ≥ t0. ✭✸✳✶✶✺✮
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❛✉tr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡∫ t+r
t
‖∆α(s)‖2ds ≤ c, ∀t ≥ t0. ✭✸✳✶✶✻✮
❊♥ ❡✛❡t✱
ψ3(t) = ψ2(t) + ‖∆u(t)‖
2 + ‖∆α(t)‖2 +
∥∥∥∥∇∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
❡t✱ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✶✵✶✮ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱ ♦♥ ❛
∫ t+r
t
ψ2(s)ds ≤ c, ∀ t ≥ t0,
∫ t+r
t
‖∆u(s)‖2ds ≤ c, ∀ t ≥ t0
❡t ∫ t+r
t
∥∥∥∥∇∂α∂t (s)
∥∥∥∥
2
ds ≤ c, ∀ t ≥ t0.
■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r ✭✸✳✶✶✻✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ♣❛r −∆∂α
∂t
✱
♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r
d
dt
(∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∆α‖2
)
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ ‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✸✳✶✶✼✮
❖♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱
∫ t+r
t
(
‖∇u(s)‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t (s)
∥∥∥∥
2 )
ds ≤ c, ∀ t ≥ t0. ✭✸✳✶✶✽✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✶✶✼✮✱ ✭✸✳✶✶✽✮ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉❡
✹✹
✸✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
‖α(t)‖2H2 ≤ c
′, ∀ t ≥ t0 + r. ✭✸✳✶✶✾✮
❆✐♥s✐✱ ✭✸✳✶✶✶✮✱ ✭✸✳✶✶✺✮✱ ✭✸✳✶✶✾✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞♦♥♥❡♥t
ψ3(t) ≤ c, ∀ t ≥ t0 + 2r, ✭✸✳✶✷✵✮
❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡
u ∈ L∞(t0 + 2r,+∞;W ∩ V ). ✭✸✳✶✷✶✮
❊♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✭✸✳✶✶✹✮ ❡t ✭✸✳✶✷✶✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡
u ∈ L∞(R+;W ∩ V ).
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
α ∈ L∞(R+;W ∩ V ) ❡t
∂α
∂t
∈ L∞(R+;V ).
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✶✶✶✮ q✉❡
∂u
∂t
∈ L2(0, T ;V ) ❡t
∂α
∂t
∈ L2(0, T ;W ∩ V ),
❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ (W ∩ V )× (W ∩ V )× V ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
S(t) : Φ1 = (W ∩ V )× (W ∩ V )× V → Φ1
(u0, α0, α1) 7→ (u(t), α(t),
∂α
∂t
(t)),
❛✈❡❝ (u, α∂α
∂t
) ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ B1 ❞❛♥s (W ∩ V )× (W ∩ V )× V ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✸✳✸ ❡t ✸✳✹✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
✸✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
▲✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮
❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s q✉✐ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❡t
❛tt✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s t ✈❛ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❀
✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜♦♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ♦♥
♣❡✉t ✈♦✐r ♣❛r ❡①♠♣❧❡ ❬✷✻❪✱ ❬✷✸❪✱ ❬✸✷❪✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ②
✜❣✉r❡♥t✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡
✹✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❡♥ ♣❧✉s ✭✸✳✻✮
❡t ✭✸✳✾✮ s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❞é✜♥✐ ❞❡ Φ ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣♦ssè❞❡
❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♥♦té A ❞❛♥s Φ1✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❧✐é❡ ❛✉ t❡r♠❡
∂2α
∂t2
✱ ✈❛ ♥♦✉s ❛♠❡♥❡r à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✻❪✮ ❡♥ ✉♥❡
s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡
t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ét❛♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡ ❛✉ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❑✉r❛t♦✇s❦✐ ✭✈♦✐r ❧❡s ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✷✳✼ ❡t ✷✳✽ ❞✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
S(t) = S1(t) + S2(t),
♦ù ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
S1(t)→ 0 ❧♦rsq✉❡ t→∞
❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S2(t) s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ♣♦ssè❞❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t β0 ❞❛♥s Φ✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r
❣❧♦❜❛❧ A✱ ✐❧ s✉✣t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❛✉
s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❑✉r❛t♦✇s❦✐ ✭❝❢✳ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✵✱ ❝❢✳ ❛✉ss✐
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✸❪✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❆✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(u, α,
∂α
∂t
) = (ud, αd,
∂αd
∂t
) + (uc, αc,
∂αc
∂t
),
♦ù (ud, αd, ∂α
d
∂t
) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂ud
∂t
−∆ud =
∂αd
∂t
, ✭✸✳✶✷✷✮
∂2αd
∂t2
+
∂αd
∂t
−∆
∂αd
∂t
−∆αd = −ud −
∂ud
∂t
, ✭✸✳✶✷✸✮
ud = αd = 0 s✉r ∂Ω, ✭✸✳✶✷✹✮
ud/t=0 = u0, α
d/t=0 = α0,
∂αd
∂t
/t=0 = α1, ✭✸✳✶✷✺✮
❡t (uc, αc, ∂α
c
∂t
) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂uc
∂t
−∆uc + f(u) =
∂αc
∂t
, ✭✸✳✶✷✻✮
∂2αc
∂t2
+
∂αc
∂t
+∆
∂αc
∂t
−∆αc = −uc −
∂uc
∂t
, ✭✸✳✶✷✼✮
uc = αc = 0 s✉r ∂Ω, ✭✸✳✶✷✽✮
uc/t=0 = α
c/t=0 =
∂αc
∂t
/t=0 = 0. ✭✸✳✶✷✾✮
✹✻
✸✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡
✭✸✳✶✷✷✮ ♣❛r ud ♣✉✐s ♣❛r ∂u
d
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
1
2
d
dt
‖ud‖2 + ‖∇ud‖2 = (ud,
∂αd
∂t
) ✭✸✳✶✸✵✮
❡t
1
2
d
dt
‖∇ud‖2 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
= (
∂ud
∂t
,
∂αd
∂t
). ✭✸✳✶✸✶✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✸✳✶✸✵✮ ❡t ✭✸✳✶✸✶✮✱ ♦♥ é❝r✐t
1
2
d
dt
(
‖ud‖2 + ‖∇ud‖2
)
+ ‖∇ud‖2 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
= (ud +
∂ud
∂t
,
∂αd
∂t
). ✭✸✳✶✸✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✶✷✸✮ ♣❛r ∂α
d
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖∇αd‖2 +
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αd∂t
∥∥∥∥
2
= −(ud +
∂ud
∂t
,
∂αd
∂t
).
✭✸✳✶✸✸✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✸✳✶✸✷✮ ❡t ✭✸✳✶✸✸✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
1
2
d
dt
(
‖ud‖2 + ‖∇ud‖2 + ‖∇αd‖2 +
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∇ud‖2 +
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αd∂t
∥∥∥∥
2
= 0.
✭✸✳✶✸✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✸✳✶✷✸✮ ♣❛r αd✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r
1
2
d
dt
(
‖αd‖2 + ‖∇αd‖2 + 2(
∂αd
∂t
, αd)
)
+ ‖∇αd‖2
= −(ud, αd)− (
∂ud
∂t
, αd) +
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
.
✭✸✳✶✸✺✮
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✭✸✳✶✸✹✮ ❡t ǫ1✭✸✳✶✸✺✮✱ ♦ù ǫ1 > 0 ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❖♥ ❛
1
2
dψ4
dt
+ ‖∇ud‖2 + ǫ1‖∇α
d‖2 +
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αd∂t
∥∥∥∥
2
= −ǫ1(u
d, αd)− ǫ1(
∂ud
∂t
, αd) + ǫ1
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
,
✭✸✳✶✸✻✮
♦ù
ψ4(t) =‖u
d(t)‖2 + ‖∇ud(t)‖2 + ‖αd(t)‖2 + (1 + ǫ1)‖∇α
d(t)‖2
+
∥∥∥∥∂αd∂t (t)
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ1(
∂αd
∂t
(t), αd(t))
✭✸✳✶✸✼✮
✹✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
s❛t✐s❢❛✐t ♣♦✉r ǫ1 > 0 ♣r✐s t❡❧ q✉❡
‖αd(t)‖2 + (1 + ǫ1)‖∇α
d(t)‖2 +
∥∥∥∥∂αd∂t (t)
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ1(
∂αd
∂t
(t), αd(t)) ≥ c
(
‖αd(t)‖2V +
∥∥∥∥∂αd∂t (t)
∥∥∥∥
2 )
❡t
1− ǫ1 > 0,
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
ψ4(t) ≥ c
(
‖ud(t)‖2V + ‖α
d(t)‖2V +
∥∥∥∥∂αd∂t (t)
∥∥∥∥
2 )
. ✭✸✳✶✸✽✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✭❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ f ≡ 0 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮ ✉♥❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dψ4
dt
+ cψ4 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αd∂t
∥∥∥∥
2
≤ 0. ✭✸✳✶✸✾✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
dψ4
dt
+ cψ4 ≤ 0. ✭✸✳✶✹✵✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡
ψ4(t) ≤ e
−ctψ4(0). ✭✸✳✶✹✶✮
●râ❝❡ à ✭✸✳✶✸✽✮✱ ♦♥ é❝r✐t
‖ud(t)‖2V + ‖α
d(t)‖2V +
∥∥∥∥∂αd∂t (t)
∥∥∥∥
2
≤ e−ct(‖u0‖
2
V + ‖α0‖
2
V + ‖α1‖
2). ✭✸✳✶✹✷✮
❊♥ ♣♦s❛♥t
S1(t)(u0, α0, α1) = (u
d(t), αd(t),
∂αd
∂t
(t)),
♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S1(t) t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✭✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✮✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✷✻✮✲✭✸✳✶✷✾✮✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✷✻✮ ♣❛r
uc✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖uc‖2 + ‖∇uc‖2 +
∫
Ω
f(u)ucdx = (
∂αc
∂t
, uc). ✭✸✳✶✹✸✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✷✻✮ ♣❛r ∂u
c
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
‖∇uc‖2 +
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f(u)
∂uc
∂t
dx = (
∂αc
∂t
,
∂uc
∂t
). ✭✸✳✶✹✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✭✸✳✶✷✼✮ ♣❛r ∂α
c
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖∇αc‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
= −(uc +
∂uc
∂t
,
∂αc
∂t
).
✭✸✳✶✹✺✮
✹✽
✸✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✸✳✶✹✸✮✱ ✭✸✳✶✹✹✮ ❡t ✭✸✳✶✹✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖uc‖2 + ‖∇uc‖2 + ‖∇αc‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∇uc‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
Ω
f(u)ucdx−
∫
Ω
f(u)
∂uc
∂t
dx.
✭✸✳✶✹✻✮
P❛r ✭✸✳✼✮✱ ♦♥ ❛
f(u) =
∫ u
0
f ′(s)ds,
♦♥ ❛ ❛❧♦rs ∣∣∣∣
∫
Ω
f(u)ucdx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u|2p+1 + |u|)|uc|dx
≤ c′
∫
Ω
(|u|2p+1 + 1)|uc|dx
✭✸✳✶✹✼✮
❞❡ ♣❧✉s✱ s✐ d = 2✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱∫
Ω
|u|2p+1|uc|dx ≤ c‖u‖2p+1V ‖∇u
c‖ ✭✸✳✶✹✽✮
❡t✱ s✐ d = 3✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ V ⊂ L6(Ω) ❡t ❡♥
♥♦t❛♥t q✉❡ p ≤ 1 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭♦♥ ♣r❡♥❞r❛ p = 1✮✱∫
Ω
|u|3|uc|dx ≤ ‖u‖3L6‖u
c‖
≤ c‖u‖3V ‖∇u
c‖.
✭✸✳✶✹✾✮
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✸✳✶✹✽✮ ❡t ✭✸✳✶✹✾✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✼✮ ❞❡✈✐❡♥t∣∣∣∣
∫
Ω
f(u)ucdx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u‖γ1V + 1)‖∇uc‖, γ1 ≥ 0. ✭✸✳✶✺✵✮
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∣∣∣∣
∫
Ω
f(u)
∂uc
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u‖γ2V + 1)
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥ , γ2 ≥ 0. ✭✸✳✶✺✶✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✶✹✻✮✲✭✸✳✶✺✶✮ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r
d
dt
(
‖uc‖2 + ‖∇uc‖2 + ‖∇αc‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∇uc‖2
+
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
≤ c‖u‖γV , γ ≥ 0.
✭✸✳✶✺✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✷✼✮ ♣❛r αc✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖αc‖2 + ‖∇αc‖2 + 2(
∂αc
∂t
, αc)
)
+ ‖∇αc‖2
= −(uc, αc)− (
∂uc
∂t
, αc) +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2
.
✭✸✳✶✺✸✮
✹✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ s♦♠♠❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✶✺✷✮ ❡t ǫ2✭✸✳✶✺✸✮✱ ♦ù ǫ > 0 ❡st ♣❡t✐t✳ ❖♥ ❛
dψ5
dt
+ ‖∇uc‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ2‖∇α
c‖2
≤ c‖u‖2(2p+1) − 2ǫ2(u
c, αc)− 2ǫ2(
∂uc
∂t
, αc) + 2ǫ2
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2
,
✭✸✳✶✺✹✮
❛✈❡❝
ψ5(t) =‖u
c(t)‖2 + ‖∇uc(t)‖2 + ǫ2‖α
c(t)‖2 + (1 + ǫ2)‖∇α
c(t)‖2
+
∥∥∥∥∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ2(
∂αc
∂t
(t), αc(t)).
✭✸✳✶✺✺✮
❖♥ ♣r❡♥❞ ǫ2 > 0 t❡❧❧❡s q✉❡
1− ǫ2 > 0
❡t
ǫ2‖α
c(t)‖2 + (1 + ǫ2)‖∇α
c(t)‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ2(
∂αc
∂t
(t), αc(t)) ≥ c
(
‖αc(t)‖2V +
∥∥∥∥∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2 )
.
❆❧♦rs ψ5 ✈ér✐✜❡
ψ5(t) ≥ c
(
‖uc(t)‖2V + ‖α
c(t)‖2V +
∥∥∥∥∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2 )
✭✸✳✶✺✻✮
❡t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
dψ5
dt
+ cψ5 +
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′‖u‖γH1 . ✭✸✳✶✺✼✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✶✷✻✮ ♣❛r −∆uc ♣✉✐s ♣❛r −∆∂u
c
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r
♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇uc‖2 + ‖∆uc‖2 +
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇ucdx = −(
∂αc
∂t
,∆uc) ✭✸✳✶✺✽✮
❡t
1
2
d
dt
‖∆uc‖2 +
∥∥∥∥∇∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂uc
∂t
dx = −(
∂αc
∂t
,∆
∂uc
∂t
), ✭✸✳✶✺✾✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✸✳✶✷✼✮ ♣❛r −∆∂α
c
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖∆αc‖2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂αc∂t
∥∥∥∥
2
= (
∂αc
∂t
,∆uc) + (
∂αc
∂t
,∆
∂uc
∂t
).
✭✸✳✶✻✵✮
✺✵
✸✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✭✸✳✶✺✽✮✱
✭✸✳✶✺✾✮ ❡t ✭✸✳✶✻✵✮ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
1
2
d
dt
(
‖∇uc‖2 + ‖∆uc‖2 + ‖∆αc‖2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∆uc‖2 +
∥∥∥∥∇∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂αc∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇ucdx−
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂uc
∂t
dx.
✭✸✳✶✻✶✮
❖♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ q✉❡
f ′(u)∇u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)d),
♦ù d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭d = 2 ♦✉ 3✮✱ ∀ T > 0✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇udx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u|2p + 1)|∇u|dx,
s✐ d = 2✱ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡∫
Ω
|u|2p|∇u|dx ≤ c′‖u‖2pV ‖∇u‖. ✭✸✳✶✻✷✮
❙✐ d = 3✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✱ à s❛✈♦✐r p = 1✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡∫
Ω
|u|2|∇u|dx ≤ ‖u‖2L4‖∇u‖ ≤ c‖u‖
3
V , ✭✸✳✶✻✸✮
❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇udx
∣∣∣∣ ≤ c′(‖u‖p′V + 1), p′ ≥ 0. ✭✸✳✶✻✹✮
❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✶✮ ❛♣♣❛r❛✐s✲
s❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
‖f ′(u)∇u‖L2(0,T ;Hd) ≤ Q(T, ‖u0‖V , ‖α0‖V , ‖α1‖), ✭✸✳✶✻✺✮
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ Q ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❊♥ s♦♠✲
♠❛♥t ✭✸✳✶✺✼✮ ❡t ✭✸✳✶✻✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ✈✐❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿
dψ6
dt
+ cψ6 + c
′
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
V
+
∥∥∥∥∆∂αc∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′′‖u‖γV + ‖f
′(u)∇u‖2, ✭✸✳✶✻✻✮
♦ù
ψ6(t) = ψ5(t) + ‖∇u
c(t)‖2 + ‖∆uc(t)‖2 + ‖∆αc(t)‖2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2
✭✸✳✶✻✼✮
s❛t✐s❢❛✐t
ψ6(t) ≥ c
(
‖uc(t)‖2W + ‖α
c(t)‖2W +
∥∥∥∥∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2
V
)
. ✭✸✳✶✻✽✮
✺✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
dψ6
dt
≤ c‖u‖γV + ‖f
′(u)∇u‖2. ✭✸✳✶✻✾✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐✱ ❞❡ ✭✸✳✶✻✺✮✱ ✭✸✳✶✻✽✮ ❡t ✭✸✳✶✻✾✮✱
‖uc(t)‖2W + ‖α
c(t)‖2W +
∥∥∥∥∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2
V
≤ Q(t, ‖u0‖V , ‖α0‖V , ‖α1‖). ✭✸✳✶✼✵✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t
S2(t)(u0, α0, α1) := (u
c(t), αc(t),
∂αc
∂t
(t)),
♦♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ✈✐❛ ✭✸✳✶✼✵✮✱ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S2(t) s♦♥t ❛s②♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❑✉r❛t♦✇s❦✐ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✻❪✮✳ ❖♥
❝♦♥❝❧✉t à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛ttr❛❝t✐❢ q✉✐ ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s Φ1✱ ❝❡ q✉✐
t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡①✐st❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r à s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡t ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡✳
✸✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡✱ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❛ss♦❝✐é à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③
❝♦♥t✐♥✉ ❡t✱ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐ét❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡♥ t❡♠♣s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✸❪✱ ❬✸✸❪✱ ❬✸✹❪✱ ❬✸✺❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐
② ✜❣✉r❡♥t✮✳ ❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ∂
2α
∂t2
✱
❡♠♣ê❝❤❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛r✲
t✐❡s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t ✉♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t t ♣♦s✐t✐❢ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✸✻❪✱ ❬✸✼❪ ❡t ❧❡s
ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ② ✜❣✉r❡♥t✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é♥♦♥❝❡r ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✻❪ ❡t ❬✸✽❪✮
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳ ❙♦✐t V ❡t H ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ t❡❧s q✉❡ V s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s H ❡t S(t) : X → X ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❢❡r♠é X ❞❡ H✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
✭✐✮
S(t)u− S(t)v = ϕ1(t) + ϕ2(t), ∀ u, v ∈ X,
✺✷
✸✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
♦ù
‖ϕ1(t)‖2H ≤ d(t)‖u− v‖
2
H ,
d ❝♦♥t✐♥✉❡✱ t ≥ 0✱ d(t)→ 0 q✉❛♥❞ t→ +∞✱ ❡t
‖ϕ2(t)‖2V ≤ h(t)‖u− v‖
2
H , t > 0, h ❝♦♥t✐♥✉❡;
✭✐✐✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (t, x) 7→ S(t)x ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❍ö❧❞❡r ❡♥ t❡♠♣s s✉r
[0, T ]× B✱ ∀ T > 0✱ ∀ B ⊂ X ❜♦r♥é✳
❆❧♦rs S(t) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ M s✉r X✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿
X =
⋃
t≥t0
S(t)β0,
♦ù β0 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❞❛♥s Φ✳ ❖♥
s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹ q✉❡ X ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s Φ1✳ ❖♥ r❡str❡✐♥t ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) à X ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ p = 1 q✉❛♥❞ d = 3 ❞❛♥s ✭✸✳✽✮✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ s❡♠✐✲
❣r♦✉♣❡ S(t) ❞❡✜♥✐ ❞❡ X ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✸✮ (u(1), α(1), ∂α
(1)
∂t
) ❡t
(u(2), α(2), ∂α
(2)
∂t
)✱ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (u
(1)
0 , α
(1)
0 , α
(1)
1 ) ❡t (u
(2)
0 , α
(2)
0 , α
(2)
1 )
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à X ✳ ❖♥ ♣♦s❡
u = u(1) − u(2), α = α(1) − α(2) ❡t
∂α
∂t
=
∂α(1)
∂t
−
∂α(2)
∂t
.
P❛r s✉✐t❡✱ (u, α, ∂α
∂t
) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂u
∂t
−∆u+ f(u(1))− f(u(2)) =
∂α
∂t
, ✭✸✳✶✼✶✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ✭✸✳✶✼✷✮
u = α = 0 s✉r ∂Ω, ✭✸✳✶✼✸✮
u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α
∂t
(0) = α1, ✭✸✳✶✼✹✮
♦ù
u0 = u
(1)
0 − u
(2)
0 , α0 = α
(1)
0 − α
(2)
0 ❡t α1 = α
(1)
1 − α
(2)
1 .
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(u, α,
∂α
∂t
) = (ν, η,
∂η
∂t
) + (ω, ξ,
∂ξ
∂t
),
♦ù
(ν, η,
∂η
∂t
) ❡t (ω, ξ,
∂ξ
∂t
),
✺✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
∂ν
∂t
−∆ν =
∂η
∂t
, ✭✸✳✶✼✺✮
∂2η
∂t2
+
∂η
∂t
−∆
∂η
∂t
−∆η = −ν −
∂ν
∂t
, ✭✸✳✶✼✻✮
ν = η = 0 s✉r ∂Ω, ✭✸✳✶✼✼✮
ν/t=0 = u0, η/t=0 = α0,
∂η
∂t
/t=0 = α1 ✭✸✳✶✼✽✮
❡t
∂ω
∂t
−∆ω + f(u(1))− f(u(2)) =
∂ξ
∂t
, ✭✸✳✶✼✾✮
∂2ξ
∂t2
+
∂ξ
∂t
−∆
∂ξ
∂t
−∆ξ = −ω −
∂ω
∂t
, ✭✸✳✶✽✵✮
ω = ξ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✸✳✶✽✶✮
ω/t=0 = ξ/t=0 =
∂ξ
∂t
/t=0 = 0, ✭✸✳✶✽✷✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❛❜❧✐r q✉❡❧q✉❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐✳ ❙♦✐t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✼✺✮✲✭✸✳✶✼✽✮✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✼✺✮ ♣❛r ν ♣✉✐s ♣❛r η✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω
❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(‖ν‖2 + ‖∇ν‖2) + ‖∇ν‖2 +
∥∥∥∥∂ν∂t
∥∥∥∥
2
= (ν +
∂ν
∂t
,
∂η
∂t
). ✭✸✳✶✽✸✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✼✻✮ ♣❛r η ♣✉✐s ∂η
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖η‖2 + ‖∇η‖2 + 2(
∂η
∂t
, η)
)
+ ‖∇η‖2 = −(ν, η)− (
∂ν
∂t
, η) +
∥∥∥∥∂η∂t
∥∥∥∥
2
✭✸✳✶✽✹✮
❡t
1
2
d
dt
(‖∇η‖2 +
∥∥∥∥∂η∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∂η∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂η∂t
∥∥∥∥
2
= (ν +
∂ν
∂t
,
∂η
∂t
), ✭✸✳✶✽✺✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✭✸✳✶✽✸✮✱ ǫ3✭✸✳✶✽✹✮ ❡t ✭✸✳✶✽✺✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❝❤♦✐s✐s✲
s❛♥t ǫ3 > 0 ❝♦♠♠❡ ǫ1 ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ❞❡ ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✹
dψ7
dt
+ cψ7 +
∥∥∥∥∂ν∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂η∂t
∥∥∥∥
2
≤ 0, ✭✸✳✶✽✻✮
♦ù
ψ7 = ‖ν‖
2 + ‖∇ν‖2 + ǫ3‖η‖
2 + (1 + ǫ3)‖∇η‖
2 +
∥∥∥∥∂η∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ3(
∂η
∂t
, η) ✭✸✳✶✽✼✮
s❛t✐s❢❛✐t
ψ7 ≥ c
(
‖ν‖2V + ‖η‖
2
V +
∥∥∥∥∂η∂t
∥∥∥∥
2 )
. ✭✸✳✶✽✽✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
dψ7
dt
+ cψ7 ≤ 0 ✭✸✳✶✽✾✮
✺✹
✸✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡
ψ7(t) ≤ e
−ctψ7(0). ✭✸✳✶✾✵✮
P❛r s✉✐t❡✱ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✶✽✽✮✱ ♦♥ é❝r✐t
‖ν(t)‖2V + ‖η(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂η∂t (t)
∥∥∥∥
2
≤ e−ct(‖u0‖
2
V + ‖α0‖
2
V + ‖α1‖
2), ✭✸✳✶✾✶✮
❡♥ ♣♦s❛♥t d(t) = e−ct✱ t ≥ 0✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ q✉❡ d(t) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t d(t) → 0 ❧♦rsq✉❡
t→ +∞✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✼✾✮✲✭✸✳✶✽✷✮✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✼✾✮ ♣❛r ω
♣✉✐s ♣❛r ∂ω
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ s♦♠♠❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ♦♥
é❝r✐t
1
2
d
dt
(‖ω‖2 + ‖∇ω‖2) + ‖∇ω‖2 +
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))ωdx
+
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))
∂ω
∂t
dx = (ω +
∂ω
∂t
,
∂ξ
∂t
).
✭✸✳✶✾✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✽✵✮ ♣❛r ∂ξ
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∇ξ‖2 +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
= −(ω +
∂ω
∂t
,
∂ξ
∂t
). ✭✸✳✶✾✸✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✸✳✶✾✷✮ ❡t ✭✸✳✶✾✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖ω‖2 + ‖∇ω‖2 + ‖∇ξ‖2 +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∇ω‖2 +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))ωdx−
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))
∂ω
∂t
dx.
✭✸✳✶✾✹✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✽✮✱∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))ωdx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u(1)|2p + |u(2)|2p + 1)|u||ω|dx, ✭✸✳✶✾✺✮
s✐ d = 2✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡∫
Ω
|u(i)|2p|u||ω|dx ≤ c‖u(i)‖2pV ‖u‖‖∇ω‖, i = 1, 2 ✭✸✳✶✾✻✮
s✐ d = 3✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s p ≤ 1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ p = 1✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍ö❧❞❡r ✐♠♣❧✐q✉❡ ∫
Ω
|u(i)|2|u||ω|dx ≤ c‖u(i)‖2V ‖u‖‖∇ω‖, ✭✸✳✶✾✼✮
❞✬♦ù✱ ✭✸✳✶✾✺✮ ❞❡✈✐❡♥t∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))ωdx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u(1)‖q1V + ‖u(2)‖q1V + 1)‖u‖‖∇ω‖, q1 ≥ 0. ✭✸✳✶✾✽✮
✺✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u(1))− f(u(2)))
∂ω
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u(1)‖q2V +‖u(2)‖q2V +1)‖u‖V
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥ , q2 ≥ 0. ✭✸✳✶✾✾✮
❊♥✜♥✱ ❞❡ ✭✸✳✶✾✹✮✱ ✭✸✳✶✾✽✮ ❡t ✭✸✳✶✾✾✮✱ ♦♥ é❝r✐t
d
dt
(
‖ω‖2 + ‖∇ω‖2 + ‖∇ξ‖2 +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∇ω‖2 +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u(1)‖qV + ‖u
(2)‖qV + 1)‖u‖
2
V , q ≥ 0.
✭✸✳✷✵✵✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✸✳✶✽✵✮ ♣❛r ξ✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ξ‖2 + ‖∇ξ‖2 + 2(
∂ξ
∂t
, ξ)
)
+ ‖∇ξ‖2 = −(ω, ξ)− (
∂ω
∂t
, ξ) +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✸✳✷✵✶✮
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✭✸✳✷✵✵✮ ❡t ǫ4✭✸✳✷✵✶✮✱ ♦ù ǫ4 > 0 ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ǫ2 ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
✭✸✳✶✺✹✮✱ ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
dψ8
dt
+ cψ8 +
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′(‖u(1)‖qV + ‖u
(2)‖qV + 1)‖u‖
2
V , ✭✸✳✷✵✷✮
♦ù
ψ8 = ‖ω‖
2 + ‖∇ω‖2 + ǫ4‖ξ‖
2 + (1 + ǫ4)‖∇ξ‖
2 +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ4(
∂ξ
∂t
, ξ) ✭✸✳✷✵✸✮
s❛t✐s❢❛✐t
ψ8 ≥ c
(
‖ω‖2V + ‖ξ‖
2
V +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2 )
. ✭✸✳✷✵✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✸✳✶✼✾✮ ♣❛r −∆ω ♣✉✐s ♣❛r −∆∂ω
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r
♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
1
2
d
dt
‖∇ω‖2 + ‖∆ω‖2 −
∫
Ω
{f(u(1))− f(u(2))}∆ωdx = −(
∂ξ
∂t
,∆ω) ✭✸✳✷✵✺✮
❡t
1
2
d
dt
‖∆ω‖2 +
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
{f ′(u(1))∇u(1) − f ′(u(2))∇u(2)}∇
∂ω
∂t
dx
= −(
∂ξ
∂t
,∆
∂ω
∂t
).
✭✸✳✷✵✻✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✸✳✶✽✵✮ ♣❛r −∆∂ξ
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∆ξ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
= (ω,∆
∂ξ
∂t
) + (
∂ω
∂t
,∆
∂ξ
∂t
).
✭✸✳✷✵✼✮
✺✻
✸✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✭✸✳✷✵✺✮✱ ✭✸✳✷✵✻✮ ❡t ✭✸✳✷✵✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖∇ω‖2 + ‖∆ω‖2 + ‖∆ξ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∆ω‖2 +
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
=
∫
Ω
{f(u(1))− f(u(2))}∆ωdx−
∫
Ω
{f ′(u(1))∇u(1) − f ′(u(2))∇u(2)}∇
∂ω
∂t
dx.
✭✸✳✷✵✽✮
P❛r ✭✸✳✽✮✱ ♦♥ é❝r✐t
∣∣∣∣
∫
Ω
{f(u(1))− f(u(2))}∆ωdx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u(1)|2p + |u(2)|2p + 1)|u||∆ω|dx.
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✱ à s❛✈♦✐r p = 1 q✉❛♥❞ d = 3✱ ♦♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❍ö❧❞❡r
∣∣∣∣
∫
Ω
{f(u(1))− f(u(2))}∆ωdx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u(1)‖2V + ‖u(2)‖2V + 1)‖u‖V ‖∆ω‖
≤ c(‖u(1)‖4V + ‖u
(2)‖4V + 1)‖u‖
2
V +
1
2
‖∆ω‖2.
✭✸✳✷✵✾✮
❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ✿
f ′(u(1))∇u(1) − f ′(u(2))∇u(2) = (f ′(u(1))− f ′(u(2)))∇u(1) + f ′(u(2))∇u,
♦♥ é❝r✐t ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✽✮
∣∣∣∣
∫
Ω
{f ′(u(1))∇u(1) − f ′(u(2))∇u(2)}∇
∂ω
∂t
dx
∣∣∣∣
≤ c
∫
Ω
(|u(1)|2p−1 + |u(2)|2p−1 + 1)|u||∇u(1)|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx
+ c
∫
Ω
(|u(2)|2p + 1)|∇u|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx.
✭✸✳✷✶✵✮
❖♥ ❛✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r
∫
Ω
(|u(1)|+ |u(2)|+ 1)|u||∇u(1)|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx
≤ (‖u(1)‖L∞ + ‖u
(2)‖L∞ + 1)
∫
Ω
|u||∇u(1)|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u(1)‖W + ‖u
(2)‖W + 1)‖u‖V ‖u
(1)‖W
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u(1)‖2W + ‖u
(2)‖2W + 1)‖u‖
2
V ‖u
(1)‖2W +
1
4
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
✭✸✳✷✶✶✮
✺✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❡t
∫
Ω
(|u(2)|2 + 1)|∇u|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c(‖u(2)‖2L∞ + 1)‖u‖V
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u(2)‖2W + 1)‖u‖V
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u(2)‖4W + 1)‖u‖
2
V +
1
4
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
✭✸✳✷✶✷✮
❊♥ ❝♦❧❧❡❝t❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✵✾✮✲✭✸✳✷✶✷✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✵✽✮ ❞❡✈✐❡♥t
d
dt
(
‖∇ω‖2 + ‖∆ω‖2 + ‖∆ξ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∆ω‖2 +
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u(1)‖q
′
W + ‖u
(2)‖q
′
W + 1)‖u‖
2
V , q
′ ≥ 0.
✭✸✳✷✶✸✮
❊♥✜♥✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✸✳✷✵✷✮ ❡t ✭✸✳✷✶✸✮ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dψ9
dt
+ cψ9 +
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
V
+
∥∥∥∥∆∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′(‖u(1)‖qW + ‖u
(2)‖qW + 1)‖u‖
2
V , ✭✸✳✷✶✹✮
♦ù
ψ9 = ψ8 + ‖∇ω‖
2 + ‖∆ω‖2 + ‖∆ξ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
✭✸✳✷✶✺✮
s❛t✐s❢❛✐t
ψ9 ≥ c
(
‖ω‖2W + ‖ξ‖
2
W +
∥∥∥∥∂ξ∂t
∥∥∥∥
2
V
)
. ✭✸✳✷✶✻✮
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ q✉❡
ψ9(t) ≤ h(t)(‖u0‖
2
V + ‖α0‖
2
V + ‖α1‖
2)
❛✈❡❝
h(t) = c′
∫ t
0
e−c(t−s)(‖u(1)(s)‖qW + ‖u
(2)(s)‖qW + 1)ds, q ≥ 0,
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✱ ❧❡
s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❛ss♦❝✐é à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞é✜♥✐ s✉r X s❛t✐s❛❢❛✐t ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ▲✐♣s❝❤t③✐❡♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
✺✽
✸✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽✳ ❙♦✐t B ⊂ Φ1 ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✹✮ ❡st ❍ö❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉ s✉r [0, T ]× B✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❙♦✐t ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts ❞✐st✐♥❝ts t1 ❡t t2✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (u0, α0, α1) ❛♣♣❛rt❡✲
♥❛♥t à B✱ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ R > 0 t❡❧ q✉❡ ‖(u0, α0, α1)‖Φ ≤ R✳ ❖♥ é❝r✐t
❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✶✶✶✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③
‖S(t1)(u0, α0, α1)− S(t2)(u0, α0, α1)‖Φ
= ‖(u(t1)− u(t2), α(t1)− α(t2),
∂α
∂t
(t1)−
∂α
∂t
(t2))‖Φ
≤ ‖(u(t1)− u(t2)‖V + ‖α(t1)− α(t2)‖V +
∥∥∥∥∂α∂t (t1)− ∂α∂t (t2)
∥∥∥∥
=
∥∥∥∥
∫ t1
t2
∂u
∂t
(τ)dτ
∥∥∥∥
V
+
∥∥∥∥
∫ t1
t2
∂α
∂t
(τ)dτ
∥∥∥∥
V
+
∥∥∥∥
∫ t1
t2
∂2α
∂t2
(τ)dτ
∥∥∥∥
≤
∫ t1
t2
∥∥∥∥∂u∂t (τ)
∥∥∥∥
V
dτ +
∫ t1
t2
∥∥∥∥∂α∂t (τ)
∥∥∥∥
V
dτ +
∫ t1
t2
∥∥∥∥∂2α∂t2 (τ)
∥∥∥∥ dτ
≤ c|t1 − t2|
1/2 +
(∫ t1
t2
∥∥∥∥∂2α∂t2 (τ)
∥∥∥∥
2
dτ
)1/2
|t1 − t2|
1/2,
♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ T ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st✐♠❡r ❧❡ t❡r♠❡∫ t1
t2
∥∥∥∥∂2α∂t2 (τ)
∥∥∥∥ dτ.
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ♣❛r ∂
2α
∂t2
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥
❛rr✐✈❡ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ à
d
dt
{∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2((α,
∂α
∂t
))
}
+ c
∥∥∥∥∂2α∂t2
∥∥∥∥
2
≤ c′
(
‖u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
.
✭✸✳✷✶✼✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✸✳✷✶✼✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t2 ♣✉✐s ❡♥tr❡ t2 ❡t t1✱ ♦♥ ❞❡❞✉✐t✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s
♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ∫ t1
t2
∥∥∥∥∂2α∂t2 (τ)
∥∥∥∥ dτ ≤ c, ✭✸✳✷✶✽✮
♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ T ❡t R✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
‖S(t1)(u0, α0, α1)− S(t2)(u0, α0, α1)‖Φ ≤ C|t1 − t2|
1/2, ✭✸✳✷✶✾✮
❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ T ❡t R✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ M✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✳ ▲✬❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡
❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳
✺✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
✸✳✻ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ R = (0,+∞)×D✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Rd✱ d = 2 ♦✉ 3✱ ♦ù D r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❛♥s Rd−1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ R ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r
② ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù d = 2✱ ♦♥ ❡st r❡❞✉✐t
à ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x1 ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✸✶❪ ❡t ❧❡s
ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ② s♦♥t ❝✐té❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s d = 3✱ R ❡st ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x1✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s q✉✐ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✸✵❪✱ ❬✷✾❪✱ ❬✸✾❪ ❡t ❧❡s
♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ s✬② tr♦✉✈❡♥t✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ R ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
u = α = 0 s✉r (0,+∞)× ∂D × (0, T ), ✭✸✳✷✷✵✮
{
u(0, x2, x3, t) = p(x2, x3, t),
α(0, x2, x3, t) = q(x2, x3, t) s✉r {0} ×D × (0, T ),
✭✸✳✷✷✶✮
♦ù ∂D ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡t T > 0 ❡st ✜①é✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✉ss✐ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u/t=0 = α/t=0 =
∂α
∂t
/t=0 = 0 s✉r R. ✭✸✳✷✷✷✮
❖♥ ❛❞♠❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Fω(z, t) =
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)
(
u,1(u+ us) + αs(α,1 + α,1s)
)
dads, ✭✸✳✷✷✸✮
♦ù D(z) = {x ∈ R, x1 = z} ❡t ω ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣ré❝✐s❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s vs ❡t v,1 ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
∂v
∂s
❡t ∂v
∂x1
✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ✐♥✐t✐❛❧❡s
✭✸✳✷✷✵✮✲✭✸✳✷✷✷✮✱ ♦♥ é❝r✐t
Fω(z + h, t)− Fω(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
(|u|2 + |∇u|2 + |αt|
2 + 2F (u))dx
+
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|∇u|2 + |us|
2 + |αs|
2 + |∇αs|
2 + f(u)u)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + 2F (u))dxds,
✭✸✳✷✷✹✮
✻✵
✸✳✻ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♦ù R(z, z + h) = {x ∈ R; z < x1 < z + h}✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r h ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ h
✈❡rs ③ér♦✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∂Fω
∂z
(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
D(z)
(|u|2 + |∇u|2 + |αt|
2 + 2F (u))da
+
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + |us|
2 + |αs|
2 + |∇αs|
2 + f(u)u)dads
+
ω
2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + 2F (u))dads.
✭✸✳✷✷✺✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r
Gω(z, t) =
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)uu,1dads. ✭✸✳✷✷✻✮
P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛
Gω(z + h, t)−Gω(z, t)
=
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)[|∇u|2 + f(u)u− uαs +
ω
2
|u|2]dxds
+
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
|u|2dx
✭✸✳✷✷✼✮
❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ Gω ♣❛r r❛♣♣♦rt à z ❞♦♥♥❡
∂Gω
∂z
(z, t)
=
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)[|∇u|2 + f(u)u− uαs +
ω
2
|u|2]dads
+
exp(−ωt)
2
∫
D(z)
|u|2da.
✭✸✳✷✷✽✮
❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r ω > 0 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t
f(u)u+
ω
2
|u|2 ≥ C1, C1 > 0, ω > 2. ✭✸✳✷✷✾✮
❖♥ ♣♦s❡ Hω = Fω + τGω✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ τ ❡st ♣r✐s❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡
❞❡ s♦rt❡ q✉❡
|u|2 + |∇u|2 + |αt|
2 + 2F (u) + τ |u|2 ≥
C2
2
(|u|2 + |∇u|2 + |αt|
2) ✭✸✳✷✸✵✮
❡t
|∇u|2 + |us|
2 + |αs|
2 + |∇αs|
2 + f(u)u+ τ(|∇u|2 + f(u)u− uαs)
+
ω
2
(
|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + 2F (u) + τ |u|2
)
≥
C2
2
(
|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + |us|
2 + |∇αs|
2
)
,
✭✸✳✷✸✶✮
✻✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
♦ù C2 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t q✉❡
∂Hω
∂z
=
∂Fω
∂z
+ τ
∂Gω
∂z
,
♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ω ❡t τ ❝❤♦✐s✐❡s ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
∂Hω
∂z
(z, t)
≥ C2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)
(
|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + |us|
2 + |∇αs|
2
)
.
✭✸✳✷✸✷✮
▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ |Hω| ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
∂Hω
∂z
✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t |Fω| ❡t |Gω|✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡
|Fω|
≤
(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2,1dads
)1/2(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2sdads
)1/2
+
(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2,1dads
)1/2(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2dads
)1/2
+
(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)α2sdads
)1/2(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)α2,1dads
)1/2
+
(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)α2sdads
)1/2(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)α2,1sdads
)1/2
≤ C3
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)
(
|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + |us|
2 + |∇αs|
2
)
dads,
✭✸✳✷✸✸✮
♦ù C3 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✸✶❪✮✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ é❝r✐t q✉❡
|Gω|
≤
(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2dads
)1/2(∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2,1dads
)1/2
≤ C4
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2)dads,
✭✸✳✷✸✹✮
♦ù C4 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✼✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s C3 ❡t C4 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✸✸✮ ❡t ✭✸✳✷✸✹✮ q✉❡
|Hω| ≤ C5
∂Hω
∂z
(z, t), ✭✸✳✷✸✺✮
❛✈❡❝ C5 =
C3+τC4
C2
> 0✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✸✺✮ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s ✭✈♦✐r✱ ❬✸✶❪✱ ❬✹✵❪✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ P❤r❛❣♠é♥✲▲✐♥❞❡❧ö❢✳
✻✷
✸✳✻ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ z0 ≥ 0 t❡❧ q✉❡ Hω(z0, t) > 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
Hω(z, t) ≥ Hω(z0, t) exp(
z − z0
C5
), z ≥ z0. ✭✸✳✷✸✻✮
❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡
❝②❧✐♥❞r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
exp(−ωt)
2
∫
R(0,z)
(|u|2 + |∇u|2 + |αt|
2 + 2F (u))dx+ τ
exp(−ωt)
2
∫
R(0,z)
|u|2dx
+
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + |us|
2 + |αs|
2 + |∇αs|
2 + f(u)u)dxds
+ τ
∫
R(0,z)
exp(−ωs)|∇u|2 + f(u)u− uαsdxds
+ τ
ω
2
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + 2F (u))dxds
+ τ
ω
2
∫
R(0,z)
exp(−ωs)|u|2dxds
✭✸✳✷✸✼✮
t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ Hω(z, t) ≤ 0✱ ♣♦✉r t♦✉t
z ≥ 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡
−Hω(z, t) ≤ −Hω(0, t) exp(−
z
C5
), z ≥ 0. ✭✸✳✷✸✽✮
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✽✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ Hω(z, t) t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ z t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱
❡t ♦♥ ❛
Eω(z, t) ≤ Eω(0, t) exp(−
z
C5
), z ≥ 0, ✭✸✳✷✸✾✮
♦ù
Eω(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
R(z)
(|u|2 + |∇u|2 + |αt|
2 + 2F (u))dx+ τ
exp(−ωt)
2
∫
R(z)
|u|2dx
+
∫
R(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + |us|
2 + |αs|
2 + |∇αs|
2 + f(u)u)dxds
+ τ
∫
R(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u− uαs)dxds
+ τ
ω
2
∫
R(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + 2F (u))dxds
+ τ
ω
2
∫
R(z)
exp(−ωs)|u|2dxds
✭✸✳✷✹✵✮
✻✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❡t R(z) = {x ∈ R, x1 > z}✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t
Eω(z, t) =
1
2
∫
R(z)
(|u|2 + |∇u|2 + |αt|
2 + 2F (u))dx+ τ
1
2
∫
R(z)
|u|2dx
+
∫
R(z)
(|∇u|2 + |us|
2 + |αs|
2 + |∇αs|
2 + f(u)u)dxds
+ τ
∫
R(z)
(|∇u|2 + f(u)u− uαs)dxds
+ τ
ω
2
∫
R(z)
(|u|2 + |∇u|2 + |∇α|2 + |αs|
2 + 2F (u))dxds
+ τ
ω
2
∫
R(z)
|u|2dxds,
✭✸✳✷✹✶✮
♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✵✳ ❙♦✐t (u, α, ∂α
∂t
) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r
✭✸✳✶✮✲✭✸✳✷✮✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✸✳✷✷✵✮✲✭✸✳✷✷✶✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭✸✳✷✷✷✮✳
❆❧♦rs✱ s♦✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭✸✳✷✸✼✮✱ s♦✐t ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Eω(z, t) ≤ Eω(0, t) exp(ωt−
z
C5
), z ≥ 0, ✭✸✳✷✹✷✮
♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ Eω ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✷✹✶✮ ❡t Eω ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✷✹✵✮✳
✻✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡
❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st ❞❡
t②♣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✹✶❪✱ ❬✹✷❪ ❡t ❬✹✸❪✮✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❖♥
♣r♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) =
∂α
∂t
, ✭✹✳✶✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ✭✹✳✷✮
u = α = 0 s✉r ∂Ω, ✭✹✳✸✮
u|t=0 = u0, α|t=0 = α0,
∂α
∂t
|t=0 = α1, ✭✹✳✹✮
♦ù✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ u ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ♦✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ α r❡✲
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ θ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✱
Ω ⊂ Rd, d = 2 ♦✉ 3✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❡t ∂Ω ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❜♦r❞ ré❣✉❧✐❡r✱
❞✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ❞❡ Ω✳
❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ f ✿
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ f ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
f(s) = k1 ln
(1 + s
1− s
)
− k0s, ✭✹✳✺✮
❛✈❡❝ s ∈]− 1,+1[ ❡t 0 < k1 < k0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
f ′(s) =
2k1
1− s2
− k0. ✭✹✳✻✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡
f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞, ✭✹✳✼✮
✻✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
f(0) = 0, ✭✹✳✽✮
−c0 ≤ F (s) ≤ f(s)s+ c0, ✭✹✳✾✮
♦ù F (s) =
∫ s
0
f(τ)dτ ❡t c0 ≥ 0✱
f ′(s) ≥ −c1, c1 ≥ 0. ✭✹✳✶✵✮
✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢♦r♠❡❧s ✐❝✐✱ ♠❛✐s t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡
t♦✉s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❥✉st✐✜és ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ f ♣❛r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ à ♣r✐♦r✐ q✉❡ ‖u‖L∞([0,T ]×Ω) < 1
❡t q✉❡ ‖u0‖L∞ < 1✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✹✳✶✮ ♣❛r u ♣✉✐s ♣❛r ∂u
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 +
∫
Ω
f(u)udx = (
∂α
∂t
, u) ✭✹✳✶✶✮
❡t
1
2
d
dt
(‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx) +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
= (
∂u
∂t
,
∂α
∂t
), ✭✹✳✶✷✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✹✳✷✮ ♣❛r α ♣✉✐s ♣❛r ∂α
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳
❖♥ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
1
2
d
dt
(
‖α‖2 + ‖∇α‖2 + 2(
∂α
∂t
, α)
)
+ ‖∇α‖2
= −(u, α)− (
∂u
∂t
, α) +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 ✭✹✳✶✸✮
❡t
1
2
d
dt
(‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −(
∂α
∂t
, u)− (
∂u
∂t
,
∂α
∂t
).
✭✹✳✶✹✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✹✳✶✶✮✱ ✭✹✳✶✷✮ ❡t ✭✹✳✶✹✮✱ ♦♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✹✳✾✮
1
2
d
dt
(
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx+ ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∇u‖2 +
∫
Ω
F (u)dx
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c0|Ω|.
✭✹✳✶✺✮
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ǫ1✭✹✳✶✸✮ ❡t ✭✹✳✶✺✮✱ ❛✈❡❝ ǫ1 > 0 ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
✻✻
✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐
1
2
dE1
dt
+ ‖∇u‖2 +
∫
Ω
F (u)dx+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ ǫ1‖∇α‖
2 ≤ c0|Ω| − ǫ1(u, α)− ǫ1(
∂u
∂t
, α) + ǫ1
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
,
✭✹✳✶✻✮
♦ù
E1 =‖u‖
2 + ‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx+ ǫ1‖α‖
2 + (1 + ǫ1)‖∇α‖
2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ1(
∂α
∂t
, α).
✭✹✳✶✼✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ǫ1 t❡❧ q✉❡ ✿
1− ǫ1 > 0 ✭✹✳✶✽✮
❡t
ǫ1‖α‖
2 + (1 + ǫ1)‖∇α‖
2 + 2ǫ1(
∂α
∂t
, α) ≥ c(‖α‖2V +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
), ✭✹✳✶✾✮
E1 s❛t✐s❢❛✐t
E1 ≥ c
(
‖u‖2V + ‖α‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
F (u)dx
)
. ✭✹✳✷✵✮
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dE1
dt
+ cE1 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′. ✭✹✳✷✶✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u, α ∈ L∞(0, T ;V )✱ ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;H)✱ ∂α
∂t
∈
L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V )✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✹✳✶✮ ♣❛r −∆u✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r
Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 +
∫
Ω
f ′(u)|∇u|2dx = −(
∂α
∂t
,∆u). ✭✹✳✷✷✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❡t ✭✹✳✾✮ ❞♦♥♥❡♥t
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 ≤ c‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
, ✭✹✳✷✸✮
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ u ∈ L∞(0, T ;V )∩L2(0, T ;W )✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✹✳✷✮ ♣❛r −∆∂α
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡
s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
1
2
d
dt
(‖∆α‖2 +
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −(∇u,∇
∂α
∂t
) + (
∂u
∂t
,∆
∂α
∂t
).
✭✹✳✷✹✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡♥tr❛î♥❡
d
dt
(‖∆α‖2 +
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ ‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✹✳✷✺✮
✻✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ α ∈ L∞(0, T ;W ) ❡t ∂α
∂t
∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;W )✳ ❖♥ ❞ér✐✈❡ à
♣rés❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❡t ♦♥ ❛
∂2u
∂t2
−∆
∂u
∂t
+ f ′(u)
∂u
∂t
=
∂2α
∂t2
. ✭✹✳✷✻✮
❉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ ♦♥ t✐r❡
∂2α
∂t2
= ∆
∂α
∂t
+∆α−
∂α
∂t
− u−
∂u
∂t
. ✭✹✳✷✼✮
❖♥ ✈♦✐t très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ∂
2α
∂t2
∈ L2(0, T ;H)✱ ❞✬♦ù✱
❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✹✳✷✻✮ ♣❛r ∂u
∂t
✱ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✱ ❣râ❝❡ à
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱
d
dt
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂2α∂t2
∥∥∥∥
2
). ✭✹✳✷✽✮
❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ∂u
∂t
∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V )✳ ❊♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✭✹✳✷✸✮ ❡t ✭✹✳✷✽✮✱ ♦♥
❛ ❛❧♦rs q✉❡ u ∈ L∞(0, T ;W )✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t
q =
∂α
∂t
+ α, ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ q = 0 s✉r ∂Ω,
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∂q
∂t
−∆q = −u−
∂u
∂t
. ✭✹✳✷✾✮
❖♥ s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ u, ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;V )✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r
❧❛ H2✲ré❣✉❧❛r✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✵❪✮✱ ✉♥❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ q ❞❛♥s L∞(0, T ;W ∩ V )✳ P✉✐sq✉❡ α ∈ L∞(0, T ;W ∩ V )✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
∂α
∂t
∈ L∞(0, T ;W ) ✭W = H2(Ω)✮✳ ❆✐♥s✐✱∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
L∞(Ω)
≤ c2, ∀ t ∈ [0, T ], ✭✹✳✸✵✮
♦ù c2 ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ T ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✐❝✐✱ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ u r❡st❡
❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ (−1,+1)✱ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs −1 ❡t +1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣❤❛s❡s ♣✉r❡s✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ∂α
∂t
❞❛♥s L∞((0, T )× Ω) ✭✈♦✐r ❬✷❪✮✳❖♥ réé❝r✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✹✮ ❝✐ ❞❡ss♦✉s ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) =
∂α
∂t
, ✭✹✳✸✶✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ✭✹✳✸✷✮
u = α = 0 s✉r ∂Ω, ✭✹✳✸✸✮
u|t=0 = u0, α|t=0 = α0,
∂α
∂t
|t=0 = α1, ✭✹✳✸✹✮
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
✻✽
✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ u0 ∈ W ∩ V ❡t q✉❡ ‖u0‖L∞ < 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
♣❤❛s❡ u s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ str✐❝t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
‖u(t)‖L∞ < 1− δ, t ∈ [0, T ], ∀ T > 0,
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ δ ∈ (0, 1) ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ∂α
∂t
∈ L∞(0, T ;W ) ❡t q✉❡ W →֒ L∞(Ω)✱
❞✬♦ù ∂α
∂t
∈ L∞((0, T )× Ω)✳
❖♥ ♣♦s❡ v = u− δ✱ ♦ù δ ∈ (0, 1) ❡st à ♣ré❝✐s❡r✳ ❖♥ ❛
∂v
∂t
−∆v + f(u)− f(δ) =
∂α
∂t
− f(δ). ✭✹✳✸✺✮
P♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t v+ = max(0, v)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ✭✹✳✸✺✮ ❛✈❡❝ v+ à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞❡ v✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∂v+
∂t
−∆v+ + f(u)− f(δ) =
∂α
∂t
− f(δ). ✭✹✳✸✻✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✹✳✸✻✮ ♣❛r v+ ❡t ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
1
2
d
dt
‖v+‖2 + ‖∇v+‖2 +
∫
Ω
(f(u)− f(δ))v+dx = (
∂α
∂t
− f(δ), v+). ✭✹✳✸✼✮
◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ v+ = 0 s✉r ∂Ω✱ ❝❛r u = 0 s✉r ∂Ω✳ ❆❧♦rs✱ ❣râ❝❡
à ✭✹✳✶✵✮✱ ∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u)− f(δ))v+dx
∣∣∣∣ ≤ c1‖v+‖2, ✭✹✳✸✽✮
❞✬♦ù
1
2
d
dt
‖v+‖2 + ‖∇v+‖2 ≤ c1‖v
+‖2 + (
∂α
∂t
− f(δ), v+). ✭✹✳✸✾✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
f(δ) ≥
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
L∞
❡t ‖u0‖L∞ < δ, ✭✹✳✹✵✮
♦♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡
d
dt
‖v+‖2 + ‖∇v+‖2 ≤ 2c1‖v
+‖2. ✭✹✳✹✶✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
d
dt
‖v+‖2+ ≤ 2c1‖v
+‖2, ✭✹✳✹✷✮
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ v+(0) = 0✱
‖v+(t)‖2 ≤ 0, ✭✹✳✹✸✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
v+(t) = 0, ∀ t ≥ 0 ✭✹✳✹✹✮
✻✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
❡t ❝♦♠♠❡ v ≤ v+✱ ❞♦♥❝
v(t, x) ≤ 0, ∀ t ≥ 0, ♣✳♣ x ∈ Ω (t ∈ [0, T ]),
❞✬♦ù
u(t, x) ≤ δ, ∀ t ≥ 0, ♣✳♣ x ∈ Ω. ✭✹✳✹✺✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ét❛♥t ✐♠♣❛✐r❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t v = u−λ✱ ❛✈❡❝ λ = −δ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❧❛ q✉❛♥t✐té v− = min(0, v)✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ r❡♠♣❧❛ç❛♥t δ ♣❛r λ✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t
‖v−(t)‖
2 ≤ 0, ❝❛r v−(0) = 0. ✭✹✳✹✻✮
P❛r s✉✐t❡✱
v−(t) = 0, ∀ t ≥ 0.
❖r✱ v ≥ v− ❡t
v(t, x) ≥ 0, ∀ t ≥ 0 ♣✳♣ x ∈ Ω,
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
u(t, x) ≥ λ,
❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à
u(t, x) ≥ −δ, ∀ t ≥ 0, ♣✳♣ x ∈ Ω. ✭✹✳✹✼✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
‖u‖L∞((0,T )×Ω) ≤ δ < 1. ✭✹✳✹✽✮
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ u ❡st str✐❝t❡♠❡♥t sé♣❛ré ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ f ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ (u0, α0, α1) ❞❛♥s (W ∩V )× (W ∩V )× (W ∩V ) t❡❧❧❡ q✉❡
‖u0‖L∞(Ω) < 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✶✮✲✭✹✳✸✹✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ (u, α, ∂α∂t ) t❡❧❧❡
q✉❡ u ∈ L∞(0, T ;W ∩ V )✱ ∂u
∂t
∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V )✱ α ∈ L∞(0, T ;W ∩ V ) ❡t
∂α
∂t
∈ L∞(0, T ;W ∩ V )✱ ∀ T > 0✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ δ = δ(T, u0) ∈
(0, 1) t❡❧❧❡ q✉❡
‖u(t)‖L∞(Ω) ≤ δ, ∀ t ∈ [0, T ], ∀ T > 0.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❊①✐st❡♥❝❡✳ P♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✶✮✲✭✹✳✸✹✮✱ ♦♥ ré❣✉❧❛r✐s❡
❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 fδ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
fδ(s) =


f(−δ) + f ′(−δ)(s+ δ), s✐ s ∈ (−∞, δ],
f(s) s✐ s ∈ [−δ, δ],
f(δ) + f ′(δ)(s− δ) s✐ s ∈ [δ,+∞),
♦ù δ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r δ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
f ′(δ) ≥ 0 ( r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f ′(−δ) ≤ 0)
q✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ δ ♣❧✉s ♣❡t✐t✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✹✳✸✶✮✲✭✹✳✸✹✮ ❛✈❡❝ fδ à ❧❛ ♣❧❛❝❡
❞❡ f ❡t uδ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ u✱ à s❛✈♦✐r
(Pδ)


∂uδ
∂t
−∆uδ + fδ(u
δ) = ∂α
∂t
∂2α
∂t2
+ ∂α
∂t
−∆∂α
∂t
−∆α = −uδ − ∂u
δ
∂t
,
uδ = α = 0 ❛✉① ❜♦r❞s ,
uδ/t=0 = u
δ
0, α/t=0 = α0,
∂α
∂t
/t=0 = α1.
✼✵
✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❖♥ s❛✐t q✉❡ ✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fδ ❡t Fδ s❛t✐s❢♦♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ f ❡t F ✭✈♦✐r ❬✹✷❪✮✳ ❖♥ é♥♦♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❧❡♠♠❡✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳ ❖♥ ♣♦s❡
Fδ =
∫ s
0
fδ(τ)dτ.
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fδ ❡t Fδ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
f ′δ(s) ≥ −c1, ❡t − c0 ≤ Fδ(s) ∀ s ∈ R,
♦ù c0 ❡t c1 s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✭✹✳✶✵✮ ❡t ✭✹✳✶✶✮ ✭à
❝♦♥❞✐t✐t♦♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ δ ♣❧✉s ♣❡t✐t s✐ ❜❡s♦✐♥✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ✉♥
s❡✉❧ ❝❛s ❡t ♦♠❡ttr♦♥s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù s ∈]δ,+∞) ❡t ♦♥ ❛
fδ(s) = f
′(δ)(s− δ) + f(δ).
❖♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡
f ′δ(s) = f
′(δ) ≥ −c1, ∀ s ∈]δ,+∞).
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛
Fδ(s) =
∫ s
0
fδ(τ)dτ
=
∫ δ
0
fδ(τ)dτ +
∫ s
δ
fδ(τ)dτ
=
∫ δ
0
f(τ)dτ +
∫ s
δ
fδ(τ)dτ
= F (δ) +
∫ s
δ
fδ(τ)dτ
≥ −c0 (❝❛r
∫ s
δ
fδ(τ)dτ ≥ 0).

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pδ) ❛❞♠❡t
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ uδ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐❡♥t ✈❛❧✐❞❡s
✐❝✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
‖uδ(t)‖L∞ ≤ δ, ∀ t ≥ 0,
♣❛r s✉✐t❡✱
fδ(u
δ) = f(uδ)
❡t uδ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✸✶✮✲✭✹✳✸✹✮✳
❯♥✐❝✐té✳ ❙♦✐t (u(1), α(1), ∂α
(1)
∂t
) ❡t (u(2), α(2), ∂α
(2)
∂t
) ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✹✳✸✶✮✲✭✹✳✸✹✮
❡t (u
(1)
0 , α
(1)
0 , α
(1)
1 ) ❡t (u
(2)
0 , α
(2)
0 , α
(2)
1 ) ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ♣♦s❡
u = u(1) − u(2), α = α(1) − α(2) ❡t
∂α
∂t
=
∂α(1)
∂t
−
∂α(2)
∂t
.
✼✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
❆❧♦rs (u, α, ∂α
∂t
) ✈ér✐✜❡ ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u(1))− f(u(2)) =
∂α
∂t
, ✭✹✳✹✾✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ✭✹✳✺✵✮
u = α = 0 s✉r ∂Ω, ✭✹✳✺✶✮
u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α
∂t
(0) = α1, ✭✹✳✺✷✮
♦ù u0 = u
(1)
0 − u
(2)
0 ✱ α0 = α
(1)
0 − α
(2)
0 ❡t α1 = α
(1)
1 − α
(2)
1 ✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à
∂u
∂t
−∆u+ l(t)u =
∂α
∂t
, ✭✹✳✺✸✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α = −u−
∂u
∂t
, ✭✹✳✺✹✮
u = α = 0 s✉r ∂Ω, ✭✹✳✺✺✮
u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α
∂t
(0) = α1, ✭✹✳✺✻✮
♦ù l(t) =
∫ 1
0
f ′(su1(t) + (1− s)u2(t))ds✳ ▲❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té f ét❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C
1✱ ❡t ❧❡s
ui str✐❝t❡♠❡♥t sé♣❛rés ❞❡ ±1✱ i = 1, 2✱ ♦♥ ❛
‖l(t)‖L∞ ≤ c, ∀ t ≥ 0, ✭✹✳✺✼✮
♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞é♣❡♥❞ ❞❡ δi✱ i = 1, 2✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✹✳✺✸✮ ♣❛r u✱ ♣✉✐s ♣❛r
∂u
∂t
✱ ♦♥
✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 +
∫
Ω
l(t)u2dx = (
∂α
∂t
, u) ✭✹✳✺✽✮
❡t
1
2
d
dt
‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
l(t)u
∂u
∂t
dx = (
∂u
∂t
,
∂α
∂t
). ✭✹✳✺✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✹✳✺✹✮ ♣❛r ∂α
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −(
∂α
∂t
, u)− (
∂u
∂t
,
∂α
∂t
). ✭✹✳✻✵✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✹✳✺✽✮✱ ✭✹✳✺✾✮ ❡t ✭✹✳✻✵✮✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲
❙❝❤✇❛r③ ❡t ✭✹✳✺✼✮ à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
d
dt
(
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖∇u‖2
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ c‖u‖2,
✭✹✳✻✶✮
♦ù c ❞é♣❡♥❞ ❞❡ δ✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
d
dt
(
‖u‖2+‖∇u‖2+‖∇α‖2+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c
(
‖u‖2+‖∇u‖2+‖∇α‖2+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
. ✭✹✳✻✷✮
✼✷
✹✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
‖u(t)‖2V + ‖α(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
≤ e(ct)(‖u0‖
2
V + ‖α0‖
2
V + ‖α1‖
2). ✭✹✳✻✸✮
❉✬♦ù✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ✭♣♦✉r u
(1)
0 = u
(2)
0 ✱ α
(1)
0 = α
(2)
0 ❡t α
(1)
1 = α
(2)
1 ) ❡t à ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
S(t) : X → X S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α
∂t
(t)), ∀ t ≥ 0,
♦ù (u, α, ∂α
∂t
) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✸✶✮✲✭✹✳✸✹✮ ❡t
X = {(u, α,
∂α
∂t
) ∈ (W ∩ V )3; ‖u‖L∞ < 1}.
✹✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐
q✉✬à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❛ss♦❝✐é à ♥♦tr❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡
❞✐✣❝✉❧té s✉r✈✐❡♥t ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ δ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❛✉ t❡♠♣s
❚ ❀ ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ δ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ str✐❝t❡
s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ u✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ‖u0‖L∞((0,T )×Ω) ≤ δ < 1✳ ◆♦tr❡
♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡ ♥✐ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♥✐
❞✉ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✷❪ ❀ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✹✷❪✱ ❬✹✹❪✱ ❬✹✺❪ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❝✐té❡s✳
✹✳✸✳✶ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té
❙♦✐t R > 0 ✜①é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s s❛t✐s❢♦♥t
1
1− ‖u0‖L∞
+ ‖u0‖W + ‖α0‖W + ‖α1‖W ≤ R. ✭✹✳✻✹✮
❉✬❛♣rès ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✵✮✲✭✹✳✷✶✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
t1 = t1(R) ≥ 0 t❡❧❧❡ q✉❡
‖α(t)‖W ≤ R, ∀ t ≥ t1. ✭✹✳✻✺✮
▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ W →֒ L∞(Ω) ❞♦♥♥❡
‖α(t)‖L∞ ≤ R1, ∀ t ≥ 0. ✭✹✳✻✻✮
❖♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
y+(t) = max(β, 1− γt), ✭✹✳✻✼✮
♦ù 0 < β < 1 ❡t γ > 0 s♦♥t à ♣ré❝✐s❡r✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t
t0 =
1− β
γ
, ✭✹✳✻✽✮
✼✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
♦♥ ❛ ❛❧♦rs
y+(t) =
{
1− γt, s✐ 0 ≤ t ≤ t0,
β, s✐ t ≥ t0.
✭✹✳✻✾✮
❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥✜♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ ♣❛r ✿
θ = u− y+, ✭✹✳✼✵✮
♦♥ ❛ ❛❧♦rs
∂θ
∂t
−∆θ + f(u)− f(y+) =
∂α
∂t
− f(y+)− y
′
+(t), ✭✹✳✼✶✮
♦ù y′+ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ y+✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛s t < t0 ✿
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✶✮ s✬é❝r✐t ✿
∂θ
∂t
−∆θ + f(u)− f(1− γt) =
∂α
∂t
− f(1− γt) + γ. ✭✹✳✼✷✮
❖♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
θ+ = max(0, θ), ✭✹✳✼✸✮
❡t ♦♥ réé❝r✐t ✭✹✳✼✷✮ ❛✈❡❝ θ+ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ θ✳ ❖♥ ❛
∂θ+
∂t
−∆θ+ + f(u)− f(1− γt) =
∂α
∂t
− f(1− γt) + γ. ✭✹✳✼✹✮
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✹✳✼✹✮ ♣❛r θ+ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥
♥♦t❛♥t q✉❡ θ+ = 0 s✉r ∂Ω✱
1
2
d
dt
‖θ+‖2+‖∇θ+‖2+
∫
Ω
(f(u)−f(1−γt))θ+dx = (
∂α
∂t
−f(1−γt)+γ, θ+). ✭✹✳✼✺✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ✭✹✳✾✮
1
2
d
dt
‖θ+‖2 + ‖∇θ+‖2 ≤ c‖θ+‖2 + (
∂α
∂t
− f(1− γt) + γ, θ+). ✭✹✳✼✻✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t γ t❡❧❧❡ q✉❡ ∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
L∞
≤ f(1− γt)− γ, ✭✹✳✼✼✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
‖θ+‖2 + ‖∇θ+‖2 ≤ c‖θ+‖2. ✭✹✳✼✽✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
d
dt
‖θ+‖2 ≤ c‖θ+‖2. ✭✹✳✼✾✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❛♣♣❧✐q✉é à ✭✹✳✼✾✮ ✐♠♣❧✐q✉❡
‖θ+(t)‖ ≤ 0, ❝❛r θ+(0) = 0, ✭✹✳✽✵✮
✼✹
✹✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❞✬♦ù
θ+(t) = 0 ✭✹✳✽✶✮
❡t
u(x, t) ≤ 1− γt, ∀ t 6= t0, x ∈ Ω. ✭✹✳✽✷✮
❖♥ ✜①❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
y−(t) = min(−β,−1 + γt), ✭✹✳✽✸✮
❛✈❡❝ 0 < β < 1 ❡t γ > 0 à ♣ré❝✐s❡r✳ ❖♥ ✜①❡ ❡♥❝♦r❡
t0 =
1− β
γ
.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs
y−(t) =
{
−1 + γt, s✐ 0 ≤ t < t0,
−β, s✐ t ≥ t0.
✭✹✳✽✹✮
❖♥ ♣♦s❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s
θ = u− y−. ✭✹✳✽✺✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs
∂θ
∂t
−∆θ + f(u)− f(y−) =
∂α
∂t
− f(y−)− y
′
−(t), ✭✹✳✽✻✮
♦ù y′− ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ y−✳
❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
y−(t) = −1 + γt
❡t ✭✹✳✽✻✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
∂θ
∂t
−∆θ + f(u)− f(−1 + γt) =
∂α
∂t
− f(−1 + γt)− γ. ✭✹✳✽✼✮
❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
θ− = min(0, θ) ✭✹✳✽✽✮
❡t ♦♥ réé❝r✐t ✭✹✳✽✼✮✱ ❛✈❡❝ θ− ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ θ✳ ❖♥ ❛
∂θ−
∂t
−∆θ− + f(u)− f(−1 + γt) =
∂α
∂t
− f(−1 + γt)− γ. ✭✹✳✽✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✹✳✽✾✮ ♣❛r θ−✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
1
2
d
dt
‖θ−‖
2+‖∇θ−‖
2+
∫
Ω
(f(u)−f(−1+γt))θ−dx = (
∂α
∂t
−f(−1+γt)−γ, θ−), ✭✹✳✾✵✮
❝❛r θ− = 0 s✉r ∂Ω✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ γ t❡❧❧❡ q✉❡∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
L∞
≤ f(−1 + γt) + γ
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ✭✹✳✾✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡
d
dt
‖θ−‖
2 + ‖∇θ−‖
2 ≤ c‖θ−‖
2. ✭✹✳✾✶✮
✼✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
d
dt
‖θ−‖
2 ≤ c‖θ−‖
2. ✭✹✳✾✷✮
❖♥ ❛✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ θ−(0) = 0✱
‖θ−(t)‖ ≤ 0. ✭✹✳✾✸✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
θ−(t) = 0, ✭✹✳✾✹✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
u(x, t) ≥ −1 + γt, ∀ t 6= t0 (t ≥ 0). ✭✹✳✾✺✮
❖♥ ❛ ❛✐♥s✐
‖u(t)‖L∞(Ω) ≤ 1− γt, ∀ t < t0 (t ≥ 0).
P♦✉r ❧❡ ❝❛s t > t0 ✿
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
∂θ
∂t
−∆θ + f(u)− f(β) =
∂α
∂t
− f(β). ✭✹✳✾✻✮
❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛✈❡❝ β ♣r✐s t❡❧❧❡ q✉❡∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
L∞
≤ f(β),
♦♥ tr♦✉✈❡
u(x, t) ≤ β, ∀ t 6= t0. ✭✹✳✾✼✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡
y−(t) = −β
❡t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✺✮ s✬é❝r✐t ✿
∂θ
∂t
−∆θ + f(u)− f(−β) =
∂α
∂t
− f(−β). ✭✹✳✾✽✮
P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❛
u(x, t) ≥ −β, ∀ t 6= t0, x ∈ Ω, ✭✹✳✾✾✮
♦ù β ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
∥∥∂α
∂t
(t)
∥∥
L∞
≤ f(−β)✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
u(x, t) ≥ y−(t), ∀ t 6= t0, x ∈ Ω. ✭✹✳✶✵✵✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡ ✭✹✳✾✼✮ ❡t ✭✹✳✾✾✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
‖u(t)‖L∞ ≤ β, ∀ t > t0. ✭✹✳✶✵✶✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t ≥ t0 ≥ t1✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✷✵✮✲✭✹✳✷✶✮ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡
●r♦♥✇❛❧❧✱
‖u(t)‖L∞ ≤ β, ✭✹✳✶✵✷✮
✼✻
✹✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
♦ù β = β(R)✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥✜♥ R2 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ R2 = max{R,R1}✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡
B0 := BR2 ∩X,
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ s✉r X ✭❝❢✱ ❧❛
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✮✱ BR2 ét❛♥t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ (W ∩ V )
3 ❞❡ ❝❡♥tr❡ 0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ R2 > 0✳
❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❛ss♦❝✐é à ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐ss✐♣❛t✐❢
s✉r X✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t B0 ❞❛♥s X✳
❯♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡st ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
β0 =
⋃
t≥t0
S(t)B0,
❡st ❜♦r♥é ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0 ❀ B0 ét❛♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡
♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❞❛♥s X ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❝✐✲❞❡ss✉s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A ❞✉ s②stè♠❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ X✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛❧♦rs ❛✉ ❝❛s ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✼✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
✼✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r α✮✱ ❝❡tt❡
❢♦✐s✲❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ à s❛✈♦✐r R3 ✭❡♥ ❢❛✐t✱ Ω = R3 ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡✈✐❡♥t très ❣r❛♥❞✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬❛♥❛❧②s❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✬é❝r✐t✱
∂u
∂t
−∆u+ f(u) =
∂α
∂t
, ❞❛♥s [0, T ]× R3, ✭✺✳✶✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α + λα = −u−
∂u
∂t
, λ > 0, ❞❛♥s [0, T ]× R3, ✭✺✳✷✮
u|t=0 = u0, α|t=0 = α0,
∂α
∂t
|t=0 = α1, x ∈ R
3, ✭✺✳✸✮
lim
|x|→∞
|u(t, x)| = lim
|x|→∞
|α(t, x)| = 0, ∀ t ∈ [0, T ], ✭✺✳✹✮
♦ù u = u(t, x) ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t α = α(t, x) ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡✳ ▲❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ✐❝✐ ❡st ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈
H1(R3) ⊂ Lp(R3), ∀ p ∈ [2, 6[.
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛t✲
tr❛❝t❡✉rs ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r
❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
❛✉t❡✉rs ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✹✻❪✱ ❬✹✼❪✱ ❬✹✽❪✱ ❬✹✾❪ ❡t ❬✺✵❪✮✱ ❜❛sé❡ ❡♥ ❢❛✐t s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✓ ❝✉t✲♦✛ ✔❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳
◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs✱ ❞❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮✳
✺✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s✳
❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r f ✿
✼✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
f(0) = 0, ✭✺✳✺✮
|f ′(0)| ≤ c0, c0 ≥ 0, ✭✺✳✻✮
|f ′′(s)| ≤ c1(1 + |s|
γ), ∀s ∈ R, c1 > 0, ✭✺✳✼✮
lim
|s|→∞
inf
f(s)
s
≥ 0, ✭✺✳✽✮
f(s)s ≥ c2s
2, ∀s ∈ R, c2 > 0, ✭✺✳✾✮
lim
|s|→∞
inf
f(s)s− c3F (s)
s2
≥ 0, ∀s ∈ R, c3 > 0, ✭✺✳✶✵✮
f ′(s) ≥ −c4, ∀s ∈ R, c4 ≥ 0, ✭✺✳✶✶✮
♦ù f = F ′✳
P♦✉r u ∈ V ✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿
F(u) =
∫
R3
F (u(x))dx,
▲❛ q✉❛♥t✐té F(u) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❞✬❛♣rès ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✼✮ ❡t ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ V →֒ L6(R3)✳
❊♥ ❡✛❡t✱
F(u) =
∫
R3
F (u(x))dx
=
∫
R3
∫ u
0
f(s)dsdx
✭✺✳✶✷✮
❡t ♦♥ ❛✱ ♣❛r ✭✺✳✺✮✱
f(s) =
∫ s
0
f ′(τ)dτ. ✭✺✳✶✸✮
❊♥ ♦✉tr❡✱ f ′(τ) = f ′(0) +
∫ τ
0
f ′′(ζ)dζ✱ ♣❛r ✭✺✳✻✮✲✭✺✳✼✮✱ ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
|f ′(τ)| ≤ |f ′(0)|+
∫ τ
0
|f ′′(ζ)|dζ
≤ c0 + c1
∫ τ
0
(1 + |ζ|γ)dζ
≤ c0 + c1(|τ |+ |τ |
γ+1).
✭✺✳✶✹✮
P❛r s✉✐t❡✱ ✭✺✳✶✸✮ ❡t ✭✺✳✶✹✮ ❡♥tr❛î♥❡♥t
|f(s)| ≤
∫ s
0
[c0 + c1(|τ |+ |τ |
γ+1)]dτ
≤ c0|s|+ c1(|s|
2 + |s|γ+2).
✭✺✳✶✺✮
❊♥✜♥✱ ✭✺✳✶✷✮✲✭✺✳✶✺✮✱ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ t♦✉t ❝❡❧❛ ❛ ❞✉ s❡♥s q✉❡ s✐ γ ≤ 3✱
F(u) ≤ c0‖u‖
2 + c1(‖u‖
3
L3(R3) + ‖u‖
6
L6(R3)). ✭✺✳✶✻✮
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ V →֒ L6(R3)✳
✽✵
✺✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
✺✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳
❙♦✐t (u0, α0, α1) ∈ H✳
〈
∂u
∂t
, v〉+ (∇u,∇v) + 〈f(u), v〉 = 〈
∂α
∂t
, v〉, ∀v ∈ V, ✭✺✳✶✼✮
(
∂2α
∂t2
, w) + 〈
∂α
∂t
, w〉+ (∇
∂α
∂t
,∇w) + (∇α,∇w)
= −(u, w)− 〈
∂u
∂t
, w〉, ∀ w ∈ V.
✭✺✳✶✽✮
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (u, α, ∂α
∂t
) t❡❧ q✉❡ ✿ u ∈
C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V )✱ ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;V ′)✱ α ∈ C([0, T ];V ) ∩ L2(0, T ;V )✱ ∂α
∂t
∈
C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V ′)✱ ∂
2α
∂t2
∈ L2(0, T ;H)✱ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✺✳✶✼✮✲✭✺✳✶✽✮ ❛✈❡❝
u(0) = u0 ❞❛♥s H,
α(0) = α0 ❞❛♥s V
❡t
∂α
∂t
(0) = α1 ❞❛♥s H.
✺✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r é♥♦♥❝❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ✭✈♦✐r✱
❬✹✻❪✱ ❬✺✶❪✱ ❬✺✷❪ ❡t ❬✺✵❪✮ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✺✳✺✮ ❡t ✭✺✳✽✮✲✭✺✳✶✵✮ ✈r❛✐❡s✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ν ♣❡t✐t✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ν t❡❧❧❡ q✉❡
〈f(u), u〉 − c3F(u) ≥ −ν‖u‖
2 − c(ν); ✭✺✳✶✾✮
♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s
F(u) ≥
c2
2
‖u‖2, ✭✺✳✷✵✮
〈f(u), u〉 ≥ c2‖u‖
2. ✭✺✳✷✶✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❱ér✐✜♦♥s ✭✺✳✶✾✮ ✿
P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✺✳✶✵✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ν > 0 ✭♣❡t✐t✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ L = L(ν) t❡❧❧❡ q✉❡
f(u)u− c3F (u) ≥ −νu
2, |u| > L. ✭✺✳✷✷✮
❊♥ é❝r✐✈❛♥t R3 = {|x| ≤ r0} ∪ {|x| > r0}✱ ∀ r0 > 0 ❡t ∀ x ∈ R
3✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡
f − c3F ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s {|x| ≤ r0}✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ c5 > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ν t❡❧❧❡
q✉❡
f(u)u− c3F (u) ≥ −c5, |u| > L, |x| ≤ r0. ✭✺✳✷✸✮
✽✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✷✮ ❡t ✭✺✳✷✸✮ ❞♦♥♥❡♥t
f(u)u− c3F (u) ≥ −νu
2 − c5, ∀ u ∈ R, |x| ≤ r0. ✭✺✳✷✹✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✺✳✶✶✮✱ ♦♥ é❝r✐t
(f(u)− f(s))(u− s) ≥ −c4(u− s)
2
❡t ♣♦✉r c6 = 1− c3✱ ♦♥ ❛
f(u)u− c3F (u) = c3(f(u)− F (u)) + c6f(u)u
= c3
∫ u
0
(f(u)− f(s))ds+ c6f(u)u
≥ −c3c4
∫ u
0
(u− s)ds+ c6c2u
2
≥
−c3c4
2
u2 + c2c6u
2
≥
−c3c4
2
u2 ∀ u ∈ R, ∀ x ∈ R3,
✭✺✳✷✺✮
♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✭✺✳✾✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
f(u)u− c2F (u) ≥ −cu
2, |x| > r0, ∀ u ∈ R, ✭✺✳✷✻✮
❞✬♦ù✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✺✳✷✹✮ s✉r {|x| ≤ r0} ❡t ✭✺✳✷✻✮ s✉r {|x| > r0}✱ ♣✉✐s ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t
❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✺✳✶✾✮✳
❱ér✐✜♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✺✳✷✵✮✳
❖♥ s❛✐t q✉❡
F (u) =
∫ u
0
f(s)ds =
∫ u
0
f(s)s
s
ds.
P❛r ✭✺✳✾✮✱ ♦♥ ❛
F (u) ≥ c2
∫ u
0
sds =
c2
2
u2,
❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r R3✱ ♦♥ ❛ ✭✺✳✷✵✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮ s✬♦❜t✐❡♥t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥
✐♥té❣r❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✺✳✾✮ s✉r R3✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ à ♣rés❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✶✶✮✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (u0, α0, α1) ∈ H✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u, α, ∂α
∂t
) ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ u ∈ L2(0, T ;V )✱ ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;H)✱ α ∈ L2(0, T ;V ) ❡t ∂α
∂t
∈ L2(0, T ;H)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ét❛♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ ❧❛ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f(um) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs f(u) ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s à ♣ré❝✐s❡r✳ ◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s
❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✽✷
✺✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ é❧é♠❡♥t v ∈ V ✱ ♦♥ ❛
|〈f(um), v〉| ≤ c0
∫
R3
|um||v|dx+ c1
∫
R3
(|um|
2 + |um|
5)|v|dx
≤ c0‖um‖‖v‖+ c1(‖um‖
2
L4(R3)‖v‖+ ‖um‖
5
L6(R3)‖v‖L6(R3))
≤ c(‖um‖V + ‖um‖
2
V + ‖um‖
5
V )‖v‖V
≤ c′‖um‖
5
V ‖v‖V .
✭✺✳✷✼✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
‖f(um)‖V ′ ≤ c, ✭✺✳✷✽✮
♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ m✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
f(um)
∗
⇀ χ ❞❛♥s L∞(0, T ;V ′) ✭✺✳✷✾✮
❡t ♦♥ ✈❡✉t ét❛❜❧✐r q✉❡
χ = f(u).
❖♥ ✜①❡ r > 0✳ ❙♦✐t Br ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ R
3 ❞❡ r❛②♦♥ r ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ 0✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ um
∗
⇀ u
❞❛♥s L∞(0, T ;V )✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs ❛✈❡❝ H1(Br) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ V ❡t L
2(Br) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ H
q✉❡ ✿
um ⇀ u ❞❛♥s L
2(0, T ;H1(Br)) ✭✺✳✸✵✮
❡t ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥
H1(Br) →֒→֒ L
2(Br),
❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✺✳✸✵✮ ❡st ❢♦rt❡ ❞❛♥s L2(0, T ;L2(Br)) ❡t ♦♥ é❝r✐t
um → u ❞❛♥s L
2(0, T ;L2(Br)), ✭✺✳✸✶✮
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
um → u ♣✳♣ s✉r [0, T ]× Br. ✭✺✳✸✷✮
P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♦♥ ❛
f(um)→ f(u) ♣✳♣ s✉r [0, T ]× Br. ✭✺✳✸✸✮
❙♦✐t v ∈ L6(Br) ❞❡ ♥♦r♠❡ 1✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ à ✭✺✳✷✼✮∣∣∣∣
∫
Br
f(um)vdx
∣∣∣∣ ≤c0‖um‖L2(Br)‖v‖L2(Br) + c1‖um‖2L4(Br)‖v‖L2(Br)
+ c1‖um‖
5
L6(Br)
‖v‖L6(Br).
❈♦♠♠❡
‖v‖L2(Br) ≤ c‖v‖L6(Br) ≤ c,
♦♥ é❝r✐t
‖f(um)‖L6/5(Br) ≤ c‖um‖
5
L6(Br)
≤ c′‖um‖
5
Br
≤ c′′‖um‖
5
V ,
✭✺✳✸✹✮
✽✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
❡t ❞♦♥❝
‖f(um)‖L6/5(Br) ≤ c, ✭✺✳✸✺✮
❛✈❡❝ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ m✳
❆✐♥s✐✱
f(um) ⇀ f(u) ❞❛♥s L
6/5([0, T ]× Br). ✭✺✳✸✻✮
P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s D′✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
χ = f(u) ♣✳♣ ❞❛♥s [0, T ]× Br
r ét❛♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
χ = f(u) ♣✳♣ ❞❛♥s [0, T ]× R3.

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ♦♥ ❛ ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✼✮ ✈r❛✐❡s✱ ❛✈❡❝ γ = 1✳ ❙♦✐t (u0, α0, α1) ∈ H✳
❆❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❙♦✐t (u(1), α(1), ∂α
(1)
∂t
) ❡t (u(2), α(2), ∂α
(2)
∂t
) ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✷✮ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✐♥✐t✐❛❧❡s (u
(1)
0 , α
(1)
0 , α
(1)
1 ) ❡t (u
(2)
0 , α
(2)
0 , α
(2)
1 ) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦s❡
u = u(1) − u(2) ❡t α = α(1) − α(2).
❆❧♦rs (u, α) s❛t✐s❢❛✐t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u(1))− f(u(2)) =
∂α
∂t
, ✭✺✳✸✼✮
∂2α
∂t2
+
∂α
∂t
−∆
∂α
∂t
−∆α + λα = −u−
∂u
∂t
. ✭✺✳✸✽✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✸✼✮ ♣❛r u✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 +
∫
R3
(f(u(1))− f(u(2)))udx =
∫
R3
∂α
∂t
udx. ✭✺✳✸✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✸✼✮ ♣❛r ∂u
∂t
✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇u‖2 + ||
∂u
∂t
||2 +
∫
R3
(f(u(1))− f(u(2)))
∂u
∂t
dx =
∫
R3
∂α
∂t
∂u
∂t
dx. ✭✺✳✹✵✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✸✽✮ ♣❛r ∂α
∂t
✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(λ‖α‖2 + ‖∇α‖2 + ‖
∂α
∂t
‖2) + ‖
∂α
∂t
‖2 + ‖∇
∂α
∂t
‖2
= −
∫
R3
∂α
∂t
udx−
∫
R3
∂α
∂t
∂u
∂t
dx.
✭✺✳✹✶✮
✽✹
✺✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✺✳✸✾✮✱ ✭✺✳✹✵✮ ❡t ✭✺✳✹✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
1
2
d
dt
(
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + λ‖α‖2 + ‖∇α‖2 + ‖
∂α
∂t
‖2
)
+ ‖∇u‖2 + ‖
∂u
∂t
‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
R3
(f(u(1))− f(u(2)))udx−
∫
R3
(f(u(1))− f(u(2)))
∂u
∂t
dx.
✭✺✳✹✷✮
P❛r ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✼✮ ❛✈❡❝ γ = 1✱ ♦♥ ❛ q✉❡
|f ′(u)| ≤ c(1 + |u|2), c > 0
❡t
−
∫
R3
(f(u(1))− f(u(2)))
∂u
∂t
dx
≤ c
∫
R3
(1 + |u(1)|2 + |u(2)|2)|u|
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u‖+ [‖u(1)‖2L6(R3) + ‖u
(2)‖2L6(R3)]‖u‖L6(R3))
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
≤ c(1 + ‖u(1)‖2V + ‖u
(2)‖2V ])‖u‖V
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥ .
✭✺✳✹✸✮
P❛r ✭✺✳✶✶✮✱ ♦♥ ❛
−
∫
R3
(f(u(1))− f(u(2)))udx ≤ c4‖u‖
2. ✭✺✳✹✹✮
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✷✮✲✭✺✳✹✹✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡♥t
∂φ
∂t
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
≤ cφ, ✭✺✳✹✺✮
♦ù
φ = ‖u‖2 + ‖∇u‖2 + λ‖α‖2 + ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
s❛t✐s❢❛✐t
φ ≥ c
(
‖u‖2V + ‖α‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
.
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡
‖u(t)‖2V + ‖α(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u
(1)
0 − u
(2)
0 ‖
2
V + ‖α
(1)
0 − α
(2)
0 ‖
2
V + ‖α
(1)
1 − α
(2)
1 ‖
2), ∀ t ≥ 0,
✭✺✳✹✻✮
❞✬♦ù ❧✬✉♥✐❝✐té ✭♣♦✉r u
(1)
0 = u
(2)
0 ✱ α
(1)
0 = α
(2)
0 ❡t α
(1)
1 = α
(2)
1 ✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳

✽✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
✺✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té✳
❉✬❛♣rès ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐♥✉
S(t) : H → H, S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α
∂t
(t)), ∀t ≥ 0,
♦ù (u, α, ∂α
∂t
) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❛❜s♦r❜❛♥ts
♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t), t ≥ 0✱ s✉r H✳
❖♥ ❛ ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✶✶✮ ✈ér✐✜é❡s✱ ❛✈❡❝ γ = 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
S(t) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s H✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢♦r♠❡❧s✱ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❥✉st✐✜é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳ ❙♦✐t R0 > 0 ✜①é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u0, α0, α1) ∈ BR0 ✱ BR0 ét❛♥t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ H ❞❡ r❛②♦♥ R0 ❡t ❞❡
❝❡♥tr❡ 0✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✶✮ ♣❛r u ❡t ∂u
∂t
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés
1
2
d
dt
(‖u‖2V + 2F(u)) + ‖∇u‖
2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ 〈f(u), u〉 = (u+
∂u
∂t
,
∂α
∂t
). ✭✺✳✹✼✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✷✮ ♣❛r ∂α
∂t
✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(
λ‖α‖2 + ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −(u+
∂u
∂t
,
∂α
∂t
). ✭✺✳✹✽✮
▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✹✼✮ ❡t ✭✺✳✹✽✮ ❞♦♥♥❡
d
dt
(
‖u‖2V + λ‖α‖
2 + ‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2F(u)
)
2
(
|∇u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ 〈f(u), u〉+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
= 0.
✭✺✳✹✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✺✳✷✮ ♣❛r α✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖α‖2+‖∇α‖2+2〈
∂α
∂t
, α〉)+λ‖α‖2+‖∇α‖2 = −(u+
∂u
∂t
, α)+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✺✳✺✵✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✺✳✹✾✮ ❡t ǫ✭✺✳✺✵✮✱ ♦ù ǫ > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③
dΦ
dt
+ 2
(
|∇u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ 〈f(u), u〉+
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
+ 2ǫ(λ‖α‖2 + ‖∇α‖2) = −2ǫ(u+
∂u
∂t
, α) + 2ǫ
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
,
✭✺✳✺✶✮
✽✻
✺✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té✳
♦ù
Φ = ‖u‖2V + (λ+ ǫ)‖α‖
2 + (1 + ǫ)‖∇α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ〈
∂α
∂t
, α〉+ 2F(u) ✭✺✳✺✷✮
s❛t✐s❢❛✐t
Φ ≥ c
(
‖u‖2V + ‖α‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
, ✭✺✳✺✸✮
❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✭✺✳✷✵✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✿∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ〈
∂α
∂t
, α〉+ (λ+ ǫ)‖α‖2 ≥ c
(
‖α‖2 +
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
✭♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ǫ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✮✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡
〈f(u), u〉 ≥ c3F(u)− ν‖u‖
2 − c(ν) ✭✺✳✺✹✮
❡t
〈f(u), u〉 ≥ c2‖u‖
2, ✭✺✳✺✺✮
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
2〈f(u), u〉 ≥ c3F(u) + (c2 − ν)‖u‖
2 − c(ν). ✭✺✳✺✻✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✶✮ ❞❡✈✐❡♥t
dΦ
dt
+ 2β‖u‖2 + 2‖∇u‖2 + 2λǫ‖α‖2 + 2ǫ‖∇α‖2 + 2
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
+ c3F(u)
+ 2
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2
= −2ǫ(u+
∂u
∂t
, α) + 2ǫ
∥∥∥∥∂α∂t
∥∥∥∥
2
,
✭✺✳✺✼✮
♦ù β = 1
2
(c2 − ν) > 0✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ é❝r✐t
2ǫ(u, α) ≤ β‖u‖2 +
ǫ2
β
‖α‖2,
2ǫ(
∂u
∂t
, α) ≤ λǫ‖α‖2 +
ǫ
λ
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
,
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dΦ
dt
+ cΦ + c′
(∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂α∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c′′ ✭✺✳✺✽✮
❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡
Φ(t) ≤ e−ctΦ(0) + c′′, ∀ t ≥ 0.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs
lim
t→+∞
supΦ(t) ≤ c′′.
P♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ R > c′✱ ♦♥ ❛
‖u(t)‖2V + ‖α(t)‖
2
V +
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥
2
≤ R, ∀ t ≥ t0,
♦ù t0 = max{0,−
1
c
log
(
R−c′′
K
)
}✱ ❛✈❡❝ K = K(R0)✳

✽✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ H ❞❡ r❛②♦♥ R ❡t
❞❡ ❝❡♥tr❡ 0✱ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
β0 =
⋃
t≥0
S(t)BR,
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) s✉r
H✱ ♦ù BR ❡st ❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❡t❛❜❧✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t✳ ■❧ ❡st ♥❛✲
t✉r❡❧ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ❈✬❡st
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✳
✺✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉r ●❧♦❜❛❧✳
P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❝❧❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳ ▼❛✐s ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱
♦♥ ♥❡ s❛✉r❛✐t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té s✬❛❥♦✉t❡
à ❝❡❧❧❡ ❧✐é❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡s
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✓ ❝✉t✲♦✛ ✔✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ✉♥
❧❡♠♠❡ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳ ✭✈♦✐r ❬✺✶✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✼❪✮ ❙♦✐t Φ : H −→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐
✈ér✐✜❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮
d
dt
Φ(z(t)) + δ‖z(t)‖2H ≤ k, ✭✺✳✺✾✮
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s δ, k > 0✱ ❡t z ∈ C(R+;H)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
sup
t∈R+
Φ(z(t)) ≥ −m, Φ(z(0)) ≤M, ✭✺✳✻✵✮
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s m,M ≥ 0✳ ❆❧♦rs
Φ(z(t)) ≤ sup
v∈H
{Φ(v); δ‖v‖2H ≤ 2k}, ∀t ≥ t0, ✭✺✳✻✶✮
♦ù t0 = m+Mk ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t ✜①é✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
d
dt
Φ(z(t)) ≥ −k, ✭✺✳✻✷✮
✽✽
✺✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉r ●❧♦❜❛❧✳
✐♠♣❧✐q✉❡
Φ(z(t)) ≤ sup
v∈H
{Φ(v); δ‖v‖2H ≤ 2k}. ✭✺✳✻✸✮
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✭✺✳✻✷✮ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❛❧♦rs ❞❡ ✭✺✳✺✾✮✱ ♦♥ ❛ q✉❡ δ‖z(t)‖2H ≤ 2k✳ ❖♥ ♣♦s❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t t0 =
m+M
k
❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ z ∈ C(R+;H)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs t1 = t1(z) ∈ [0, t0]
t❡❧❧❡ q✉❡
d
dt
Φ(z(t1)) ≥ −k.
❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t
Φ(z(t0)) < −kt0 + Φ(z(0)) < −kt0 +M = −m,
❝❡ q✉✐ ❝♦♥tré❞✐r❛✐t ✭✺✳✻✵✮✳
P♦s♦♥s
t∗ = sup {τ > t1; ✭✺✳✻✸✮ s♦✐t ✈r❛✐❡ , ∀ t ∈ [t1, τ ]}.
❙✐ t∗ <∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (tn)n q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✈❡rs t
∗✳ ❉♦♥❝✱
Φ(z(tn))− Φ(z(t)) > 0,
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱
d
dt
Φ(z(t∗)) ≥ 0.
P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❏ ❞❡ t∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ✭✺✳✻✷✮ s♦✐t ✈r❛✐❡ ∀ t ∈ J ❡t
✭✺✳✻✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ∀ t ∈ J ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tré❞✐t ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ t∗✳ ❆✐♥s✐✱ t∗ = ∞✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✭✺✳✻✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ∀ t ≥ t0✳

❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿
z0 = (u0, α0, α1) ❡t z(t) = S(t)z0 = (u(t), α(t),
∂α
∂t
(t)).
◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✶✶✮ s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❛s✲
s♦❝✐é à ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A ✭❝♦♥♥❡①❡✮ s✉r H✳
▲❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❛❜str❛✐t s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✳ ✭✈♦✐r ❬✷✸✱ ♣❛❣❡ ✺✻❪✮ ❙♦✐t (S(t),X ) ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ X
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿
✭✐✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t β0 ⊂ X ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r S(t), t ≥ 0 ❡t
✭✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ tη ≥ 0 ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t Kη ⊂ X t❡❧❧❡ q✉❡
δX (S(tη)β0,Kη) ≤ η, ✭✺✳✻✹✮
♦ù δX ❡st ❧❛ s❡♠✐❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❛♥s X ✳
❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ω✲❧✐♠✐t❡ ❞❡ β0 ❡st ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ✭❝♦♥♥❡①❡✮ ❞❡ S(t), t ≥ 0✳
✽✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ét❛❜❧✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t
β0 ⊂ H ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ β0 s❛t✐s❢❛✐t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s❡r
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (u, α, ∂α
∂t
) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
z(t) = z1(t) + z2(t),
♦ù
z1(t) = (u
d(t), αd(t),
∂αd
∂t
(t))
❡t
z2(t) = (u
c(t), αc(t),
∂αc
∂t
(t))
s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
∂ud
∂t
−∆ud + f(ud) =
∂αd
∂t
, ✭✺✳✻✺✮
∂2αd
∂t2
+
∂αd
∂t
−∆
∂αd
∂t
−∆αd + λαd = −ud −
∂ud
∂t
, ✭✺✳✻✻✮
lim
x→+∞
|ud(x, t)| = lim
x→+∞
|αd(x, t)| = 0, ✭✺✳✻✼✮
ud(0) = u0, α
d(0) = α0,
∂αd
∂t
(0) = α1 ✭✺✳✻✽✮
❡t
∂uc
∂t
−∆uc + f(u)− f(ud) =
∂αc
∂t
, ✭✺✳✻✾✮
∂2αc
∂t2
+
∂αc
∂t
−∆
∂αc
∂t
−∆αc + λαc = −uc −
∂uc
∂t
, ✭✺✳✼✵✮
lim
x→+∞
|uc(x, t)| = lim
x→+∞
|αc(x, t)| = 0, ✭✺✳✼✶✮
ud(0) = αd(0) =
∂αd
∂t
(0) = 0, ✭✺✳✼✷✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛ss❡③ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✻✺✮✲
✭✺✳✻✽✮ ❡t ✭✺✳✻✾✮✲✭✺✳✼✷✮ s♦♥t ❜✐❡♥ ♣♦sés ❡t s❛t✐s❢♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐té s✐♠✐✲
❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✱ ♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
t❡♠♣s tη > 0 t❡❧ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ z1(tη) ❞❡ ✭✺✳✻✺✮✲✭✺✳✻✽✮ ❛✉ t❡♠♣s tη ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
‖z1(tη)‖H ≤
1
2
η, ✭✺✳✼✸✮
♣♦✉r t♦✉t z0 ∈ β0✳
✾✵
✺✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉r ●❧♦❜❛❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✻✺✮ ♣❛r ud + ∂u
d
∂t
✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖ud‖2V + 2F(u
d)) + ‖∇ud‖2 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
R3
f(ud)uddx+
∫
R3
(ud +
∂ud
∂t
)
∂αd
∂t
dx,
✭✺✳✼✹✮
♦ù F(ud) =
∫
R3
F (ud)dx✳ ❙♦✐t ǫ > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✻✻✮ ♣❛r ǫαd + ∂α
d
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(
(λ+ ǫ)‖αd‖2 + (1 + ǫ)‖∇αd‖2 +
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ〈
∂αd
∂t
, αd〉
)
λǫ‖αd‖2 + ǫ‖∇αd‖2 + (1− ǫ)
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αd∂t
∥∥∥∥
2
= −ǫ(ud +
∂ud
∂t
, αd)−
∫
R3
(ud +
∂ud
∂t
)
∂αd
∂t
dx.
✭✺✳✼✺✮
▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✼✹✮ ❡t ✭✺✳✼✺✮ ❞♦♥♥❡
1
2
d
dt
Φ(z1) + ‖∇u
d‖2 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+ λǫ‖αd‖2 + ǫ‖∇αd‖2 +
∫
R3
f(ud)uddx
+ (1− ǫ)
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αd∂t
∥∥∥∥
2
= −ǫ(ud +
∂ud
∂t
, αd),
✭✺✳✼✻✮
♦ù
Φ(z1) =‖u
d‖2V + (λ+ ǫ)‖α
d‖2 + (1 + ǫ)‖∇αd‖2 +
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+ 2ǫ〈
∂αd
∂t
, αd〉+ 2F(ud)
✭✺✳✼✼✮
s❛t✐s❢❛✐t✱ ♣♦✉r ǫ < 1✱
Φ(z1(t)) ≥ c‖z1(t)‖
2
H, ∀ t ≥ 0, c > 0 ✭✺✳✼✽✮
❡t
Φ(z1(0)) ≤ c
′, ✭✺✳✼✾✮
♦ù c′ ≥ 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐
∫
R3
f(ud)uddx ≥ c2‖u
d‖2
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
1
2
d
dt
Φ(z1) + c2‖u
d‖2 + ‖∇ud‖2 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+ λǫ‖αd‖2 + ǫ‖∇αd‖2
+ (1− ǫ)
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αd∂t
∥∥∥∥
2
= −ǫ(ud +
∂ud
∂t
, αd).
✭✺✳✽✵✮
✾✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞♦♥♥❡
ǫ(ud, αd) ≤
c2
2
‖ud‖2 +
ǫ2
2c2
‖αd‖2,
ǫ(
∂ud
∂t
, αd) ≤
λǫ
2
‖αd‖2 +
ǫ
2λ
∥∥∥∥∂αd∂t
∥∥∥∥
2
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡
d
dt
Φ(z1) + κ‖z1‖
2
H ≤ ω,
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ κ > 0 ❡t ω ∈ (0, 1)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ t❡♠♣s tη > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
Φ(z1(tη)) ≤ sup
x∈H
{Φ(x);κ‖x‖H ≤ 2ω},
❞✬♦ù
‖z1(tη)‖
2
H ≤
1
2
η, ∀ tη ≥
c′ − κη
2
ω
,
❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸✳ ❖♥ ✈♦✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✱ q✉❡
❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {0} ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✜①❡ η > 0✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t tη > 0 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs
sup
t∈[0,tη ]
sup
z0∈β0
{
‖∇u(t)‖+
∥∥∥∥∂α∂t (t)
∥∥∥∥ , ‖∇α(t)‖, ‖∇ud(t)‖,
‖∇αd(t)‖,
∥∥∥∥∂αd∂t (t)
∥∥∥∥ , ‖∇uc(t)‖, ‖∇αc(t)‖,
∥∥∥∥∂αc∂t (t)
∥∥∥∥} ≤ C.
✭✺✳✽✶✮
❙♦✐t ρ > 0 ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ✿
ψρ : R
3 → [0, 1] ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
ψρ(x) =
{
0, s✐ |x| ≤ ρ+ 1,
1, s✐ |x| ≥ 2(ρ+ 1),
t❡❧❧❡s q✉❡
|∇ψρ(x)| ≤
C
ρ+ 1
,
|∇ψ2ρ(x)| ≤
C
ρ+ 1
ψρ(x)
❡t
|∆ψρ(x)| ≤
C
ρ+ 1
, C > 0.
✾✷
✺✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉r ●❧♦❜❛❧✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ρ > 0 ✜①é✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ z2(t) ❞❡ ✭✺✳✻✾✮✲✭✺✳✼✷✮ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
z2(t) = zˇρ(t) + zˆρ(t), ✭✺✳✽✷✮
♦ù
zˇρ(t) = ψρ(x)z2(t)
❡t
zˆρ(t) = (1− ψρ(x))z2(t).
▲❡ rés✉❧t❛t q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❞✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r zˇρ(t) ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉r ρ
❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❙♦✐t z2(tη) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✻✾✮✲✭✺✳✼✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à t = tη✳
❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ρη > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
‖zˇρ(t)‖
2
H ≤
1
2
η, ✭✺✳✽✸✮
♣♦✉r t♦✉t ρ ≥ ρη✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t z0 ∈ β0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✻✾✮ ♣❛r ψ2ρ
(
∂uc
∂t
+ uc
)
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖ψρu
c‖2 + ‖ψρ∇u
c‖2) + ‖ψρ∇u
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
R3
(
f(u)− f(ud)
)
ψ2ρ(u
c +
∂uc
∂t
)dx
+
∫
R3
∂uc
∂t
∇ψ2ρ∇u
cdx+
∫
R3
uc∇ψ2ρ∇u
cdx =
∫
R3
ψ2ρ
∂αc
∂t
(uc +
∂uc
∂t
)dx.
✭✺✳✽✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✼✵✮ ♣❛r ψ2ρ
∂αc
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(λ‖ψρα
c‖2 + ‖ψρ∇α
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
R3
∂αc
∂t
∇ψ2ρ∇α
cdx+
∫
R3
∂αc
∂t
∇ψ2ρ∇
∂αc
∂t
dx = −
∫
R3
ψ2ρ
∂αc
∂t
(uc +
∂uc
∂t
)dx.
✭✺✳✽✺✮
❖♥ s♦♠♠❡ ✭✺✳✽✹✮ ❡t ✭✺✳✽✺✮✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ψρu
c‖2 + ‖ψρ∇u
c‖2 + λ‖ψρα
c‖2 + ‖ψρ∇α
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖ψρ∇u
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
R3
(
f(u)− f(ud)
)
ψ2ρ(u
c +
∂uc
∂t
)dx−
∫
R3
∂uc
∂t
∇ψ2ρ∇u
cdx
−
∫
R3
uc∇ψ2ρ∇u
cdx−
∫
R3
∂αc
∂t
∇ψ2ρ∇α
cdx−
∫
R3
∂αc
∂t
∇ψ2ρ∇
∂αc
∂t
dx.
✭✺✳✽✻✮
❖♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❣râ❝❡ à ✭✺✳✶✶✮✱
−
∫
R3
(
f(u)− f(ud)
)
ψ2ρu
cdx ≤ c4‖ψρu
c‖2 ✭✺✳✽✼✮
✾✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✼✮✱
|f(u)− f(ud)| ≤ C
(
1 +m
)
|uc|,
♦ù
m(t) = |u(t)|2 + |ud(t)|2
❡t
‖m‖2L6(R3) ≤ C.
❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
∣∣∣∣
∫
R3
(
f(u)− f(ud)
)
ψ2ρ
∂uc
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
R3
(1 +m)|ψρu
c|
∣∣∣∣ψρ∂uc∂t
∣∣∣∣ dx
≤ C
(
‖ψρu
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2 )
+ C‖m‖2L6(R3)
(
‖ψρu
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ C‖ψρu
c‖2 + C ′
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+ C ′′
(
‖ψρ∇u
c‖2 + (
C
ρ+ 1
)2
)
✭✺✳✽✽✮
❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿∣∣∣∣
∫
R3
∂uc
∂t
∇ψ2ρ∇u
cdx
∣∣∣∣ ≤ Cρ+ 1
(
‖ψρ∇u
c‖2 +
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2 )
, ✭✺✳✽✾✮∣∣∣∣
∫
R3
uc∇ψ2ρ∇u
cdx
∣∣∣∣ ≤ Cρ+ 1
(
‖ψρ∇u
c‖2 + ‖uc‖2
)
, ✭✺✳✾✵✮∣∣∣∣
∫
R3
∂αc
∂t
∇ψ2ρ∇α
cdx
∣∣∣∣ ≤ Cρ+ 1
(
‖ψρ∇α
c‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
, ✭✺✳✾✶✮∣∣∣∣
∫
R3
∂αc
∂t
∇ψ2ρ∇
∂αc
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ Cρ+ 1
(∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
. ✭✺✳✾✷✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✺✳✽✼✮✲✭✺✳✾✷✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✺✳✽✻✮ ❞❡✈✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖ψρu
c‖2 + ‖ψρ∇u
c‖2 + λ‖ψρα
c‖2 + ‖ψρ∇α
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+ ‖ψρ∇u
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
≤ c4‖ψρu
c‖2 + C‖ψρu
c‖2 + C ′
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+ C ′′
(
‖ψρ∇u
c‖2 + (
C
ρ+ 1
)2
)
+
C
ρ+ 1
(
‖ψρ∇u
c‖2 +
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2 )
+
C
ρ+ 1
(
‖ψρ∇u
c‖2 + ‖uc‖2
)
+
C
ρ+ 1
(
‖ψρ∇α
c‖2 +
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+
C
ρ+ 1
(∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
.
✭✺✳✾✸✮
✾✹
✺✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉r ●❧♦❜❛❧✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✺✳✼✵✮ ♣❛r ψ2ρα
c✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ψρα
c‖2 + ‖ψρ∇α
c‖2 + 2
∫
R3
ψ2ρα
c∂α
c
∂t
dx
)
+ λ‖ψρα
c‖2
+ ‖ψρ∇α
c‖2 +
∫
R3
αc∇ψ2ρ∇
∂αc
∂t
dx+
∫
R3
αc∇ψ2ρ∇α
cdx
= −
∫
R3
ψ2ρα
c(uc +
∂uc
∂t
)dx+
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
,
✭✺✳✾✹✮
✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ✿∣∣∣∣
∫
R3
ψ2ρα
c(uc +
∂uc
∂t
)dx
∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫
R3
ψ2ρα
c(uc +
∂uc
∂t
)dx
∣∣∣∣
≤ ‖ψρα
c‖2 +
1
2
‖ψρu
c‖2 +
1
2
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2 ✭✺✳✾✺✮
❡t ∣∣∣∣
∫
R3
∇
∂αc
∂t
∇ψ2ρα
cdx
∣∣∣∣ ≤ Cρ+ 1
(∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖αc‖2
)
, ✭✺✳✾✻✮∣∣∣∣
∫
R3
αc∇ψ2ρ∇α
cdx
∣∣∣∣ ≤ Cρ+ 1(‖ψρ∇αc‖2 + ‖αc‖2). ✭✺✳✾✼✮
■❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✺✳✾✹✮ ❡t ✭✺✳✾✺✮✲✭✺✳✾✼✮ q✉❡
1
2
d
dt
(
‖ψρα
c‖2 + ‖∇ψρα
c‖2 + 2
∫
R3
ψ2ρα
c∂α
c
∂t
dx
)
+ λ‖ψρα
c‖2 + ‖∇ψρα
c‖2
≤ ‖ψρα
c‖2 +
1
2
‖ψρu
c‖2 +
1
2
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
C
ρ+ 1
(∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖ψρ∇α
c‖2 + 2‖αc‖2
)
.
✭✺✳✾✽✮
❊♥✜♥✱ ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✺✳✾✸✮ ❡t ✭✺✳✾✽✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
1
2
d
dt
(
‖ψρu
c‖2 + ‖ψρ∇u
c‖2 + (1 + λ)‖ψρα
c‖2 + 2‖ψρ∇α
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∫
R3
ψ2ρα
c∂α
c
∂t
dx
)
+ ‖ψρ∇u
c‖2 +
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇ψρα
c‖2 ≤ ‖ψρα
c‖2 +
1
2
‖ψρu
c‖2 +
1
2
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+ c4‖ψρu
c‖2 + C‖ψρu
c‖2 + C ′
∥∥∥∥ψρ∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+ C ′′
(
‖ψρ∇u
c‖2 + (
C
ρ+ 1
)2
)
+
C
ρ+ 1
(∥∥∥∥ψρ∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖ψρ∇α
c‖2 + 2‖αc‖2
)
.
✭✺✳✾✾✮
✾✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t
g(t) =‖ψρu
c(t)‖2 + ‖ψρ∇u
c(t)‖2 + (1 + λ)‖ψρα
c(t)‖2 + 2‖ψρ∇α
c(t)‖2
+
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2
+ 2
∫
R3
ψ2ρα
c(t)
∂αc
∂t
(t)dx,
✭✺✳✶✵✵✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dg
dt
≤ λg +
C
ρ+ 1
, λ > 0, ✭✺✳✶✵✶✮
❛✈❡❝
g(t) ≤ c(‖ψρu
c(t)‖2V + ‖ψρα
c(t)‖2V +
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t (t)
∥∥∥∥
2
). ✭✺✳✶✵✷✮
P✉✐sq✉❡ g(0) = 0✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❛♣♣❧✐q✉é à ✭✺✳✶✵✶✮ s✉r [0, tη] ❞♦♥♥❡
g(tη) ≤ c
C
ρ+ 1
tηe
λtη . ✭✺✳✶✵✸✮
◆♦t♦♥s q✉❡
‖ψρu
c‖2V + ‖ψρα
c‖2V +
∥∥∥∥ψρ∂αc∂t
∥∥∥∥
2
≤ 2g(tη) +
∫
R3
|ψρ(x)|
2|αc(t)|2dx.
P❛r ✭✺✳✽✶✮ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ψρ✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs∫
R3
|ψρ(x)|
2|αc(t)|2dx ≤
C
ρ+ 1
. ✭✺✳✶✵✹✮
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✐♥s✐ q✉❡
‖zˇρ(tη)‖
2
H ≤ c
C
ρ+ 1
tηe
λtη +
C
ρ+ 1
. ✭✺✳✶✵✺✮
P✉✐sq✉❡ C ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ρ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ρ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ t❡❧❧❡ q✉❡
c
C
ρ+ 1
tηe
λtη +
C
ρ+ 1
≤
1
2
η,
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡s♣éré✳

❆✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✳
❙♦✐t B ⊂ R3 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r✳ ❙♦✐t A ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ s✉r L2(B) ♣❛r
A = −∆, ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A) = H2(B) ∩H10 (B).
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt D(As/2), s ∈ R✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛✲
❧❛✐r❡s ❡t ♥♦r♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r
〈., .〉D(As/2) = 〈A
s/2., As/2.〉
❡t
‖.‖D(As/2) = ‖A
s/2.‖,
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
✾✻
✺✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉r ●❧♦❜❛❧✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ D(A0) = L2(B) ❡t D(A1/2) = H1(B)✳
P♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
H(B) = D(A)×D(A)×D(A1/2).
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❙♦✐t z2(tη) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✻✾✮✲✭✺✳✼✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à t = tη✳
❙♦✐t ρ > 0 ✜①é✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ Bρ =
{
x ∈ R3 : |x| ≤ 2ρ + 3
}
✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ kη,ρ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
‖zˆρ(tη)‖H(Bρ) ≤ kη,ρ,
♣♦✉r t♦✉t z0 ∈ β0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
◆♦t♦♥s q✉❡ zˆρ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣♦✉r |x| ≥ 2ρ + 2✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à Bρ
❛♣♣❛rt✐❡♥t à H10 (Bρ) ♣♦✉r t♦✉t t > 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ A := −∆ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❞♦♠❛✐♥❡ D(A) = H2(Bρ) ∩H
1
0 (Bρ)✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡
−Auˆc = (1− ψρ)∆u
c − 2∇ψρ∇u
c −∆ψρu
c,
−Aαˆc = (1− ψρ)∆α
c − 2∇ψρ∇α
c −∆ψρα
c,
−A
∂αˆc
∂t
= (1− ψρ)∆
∂αc
∂t
− 2∇ψρ∇
∂αc
∂t
−∆ψρ
∂αc
∂t
,
✐❧ s✉✣t✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
‖uc(tη)‖
2
W + ‖α
c(tη)‖
2
W + ‖
∂αc
∂t
(tη)‖
2
V ≤ kη,ρ,
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ kη,ρ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
✭✺✳✽✶✮✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❥✉st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡
‖∆uc(tη)‖
2 + ‖∆αc(tη)‖
2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t (tη)
∥∥∥∥
2
≤ kη,ρ. ✭✺✳✶✵✻✮
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✻✾✮ ♣❛r −∆∂u
c
∂t
✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∆uc‖2 +
∥∥∥∥∇∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
R3
(f ′(u)∇u− f ′(ud)∇ud)∇
∂uc
∂t
dx
= −
∫
R3
∂αc
∂t
∆
∂uc
∂t
dx,
✭✺✳✶✵✼✮
♣✉✐s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✺✳✼✵✮ ♣❛r −∆∂α
c
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∆αc‖2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
) +
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂αc∂t
∥∥∥∥
2
=
∫
R3
uc∆
∂αc
∂t
dx+
∫
R3
∂αc
∂t
∆
∂uc
∂t
dx.
✭✺✳✶✵✽✮
✾✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✺✳✶✵✼✮ ❡t ✭✺✳✶✵✽✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖∆uc‖2 + ‖∆αc‖2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∇∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂αc∂t
∥∥∥∥
2
=
∫
R3
uc∆
∂αc
∂t
dx−
∫
R3
(f ′(u)∇u− f ′(ud)∇ud)∇
∂uc
∂t
dx.
✭✺✳✶✵✾✮
▼❛✐s✱
f ′(u)∇u− f ′(ud)∇ud = (f ′(u)− f ′(ud))∇ud + f ′(u)∇uc
❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ✭✺✳✺✮✲✭✺✳✼✮✱ ✭✺✳✽✶✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ é❝r✐t∣∣∣∣
∫
R3
(f ′(u)∇u− f ′(ud)∇ud)∇
∂uc
∂t
dx
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣
∫
R3
[(f ′(u)− f ′(ud))∇ud + f ′(u)∇uc]∇
∂uc
∂t
dx
∣∣∣∣
≤ c
∫
R3
(1 + |u|+ |ud|)|uc||∇ud|
∣∣∣∣∇∂uc∂t
∣∣∣∣ dx+ c
∫
R3
(1 + |u|2)|∇uc|
∣∣∣∣∇∂uc∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c+
1
2
∥∥∥∥∇∂uc∂t
∥∥∥∥
2
.
✭✺✳✶✶✵✮
■❧ ✈✐❡♥t✱ ❞❡ ✭✺✳✶✵✾✮✲✭✺✳✶✶✵✮✱ q✉❡
d
dt
(
‖∆uc‖2 + ‖∆αc‖2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
+
∥∥∥∥∇∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂αc∂t
∥∥∥∥
2
≤ c.
✭✺✳✶✶✶✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
d
dt
(
‖∆uc‖2 + ‖∆αc‖2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c, ✭✺✳✶✶✷✮
❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ uc(0) = αc(0) = ∂α
c
∂t
(0) = 0 ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t
‖∆uc(tη)‖
2 + ‖∆αc(tη)‖
2 +
∥∥∥∥∇∂αc∂t (tη)
∥∥∥∥
2
≤ c, ✭✺✳✶✶✸✮
❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ét❛❜❧✐ ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ♣♦✉r S(t)✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té β0 ✭❝❢✳ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡
✺✳✶✮✳ ■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞
♣♦✉r t♦✉t η✱ rη ❡t tη ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❙♦✐t z2 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✻✾✮✲✭✺✳✼✷✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à r = rη✳ ❖♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸ q✉❡
✾✽
✺✳✹ ❆ttr❛❝t❡✉r ●❧♦❜❛❧✳
Kη =
⋃
z0∈β0
(
zˆρη(tη)
)
,
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s H✳ ■❧ ✈✐❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷ q✉❡
δH(S(tη)β0,Kη) ≤ η.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ω✲❧✐♠✐t❡ ❞❡ β0✱ à s❛✈♦✐r✱
ω(β0) =
⋂
s≥0
⋃
t≥s
S(t)β0,
❡st ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✳

✾✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
✶✵✵
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❡♥✲●✉rt✐♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡
t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
✶✵✶

✺✳✺ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✺✳✺ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ tr❛✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
❜❛sé s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤❡♥ ❡t ●✉rt✐♥✳ ◆♦✉s
s♦♠♠❡s ❛✐♥s✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣
❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❛♥❛❧②sé s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s
✭❡t ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ♣r✐s ré❣✉❧✐❡r ✭à
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✮✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✉s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿
❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱
❧✬✉♥✐❝✐té ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝✲
t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡st ♠♦♥tré❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ❡st ét✉❞✐é✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱
❛ss♦❝✐é ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❉❡s rés✉❧✲
t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜❡t❡♥✉s ✭❡①✐st❡♥❝❡✱ ✉♥✐❝✐té✱ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r
❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❛✉ss✐
❢❛✐t❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✭❡①✐st❡♥❝❡✱ ✉♥✐❝✐té✱ ré❣✉❧❛r✐té✮ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❛♥❛❧②sés✳
✺✳✺✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s
●✉rt✐♥ ❡t ❲✐❧❧✐❛♠s ♦♥t ♠♦♥tré ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❞❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲❉✉❤❡♠ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✺✸❪✱ ❬✺✹❪✱ ❬✺✺❪ ❡t ❬✺✻❪✮✱ q✉❡ s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❡✉rs
❞❡ ❝❤❛❧❡✉r r✐❣✐❞❡s✮ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ❬✺✼❪✮ ✿
d
dt
∫
Ω
sdx ≥ −
∫
∂Ω
q.ν
ϕ
dx+
∫
Ω
r
θ
dx,
♦ù s ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ q ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡✱ r ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✐ss✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡①té✲
r✐❡✉r✱ ϕ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡ ❡t θ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ■❧s ♦♥t
❞é♠♦♥tré ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ϕ ❡t θ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♠❛té✲
r✐❛✉① s✐♠♣❧❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✺✽❪ ❡t ❬✺✾❪✮✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❈❤❡♥ ❡t ●✉rt✐♥ ♦♥t
❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① t❡♠♣ér❛t✉r❡s
♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞❡✉①
t❡♠♣ér❛t✉r❡s ϕ ❡t θ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ✭✈♦✐r ❬✻✵❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✮✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) = g(u)(ϕ−∆ϕ),
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −g(u)
∂u
∂t
.
❈❡ s②stè♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ✈✐❛ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤❡♥ ❡t
●✉rt✐♥ ✭❝❢✳ ❬✻✵❪✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✶✵✸
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❧✐❜r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ψ(u, ϕ) =
∫
Ω
(1
2
|∇u|2 + F (u) +G(u)(ϕ−∆ϕ)−
1
2
ϕ2
)
dx, ✭✺✳✶✶✹✮
♦ù Ω ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✱ F ❡t G ét❛♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ f ❡t g✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♣♦✉r u ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
∂u
∂t
= −δuψ, ✭✺✳✶✶✺✮
♦ù δ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♣♦✉r ϕ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = r,
r ét❛♥t ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t r = −g(u)∂u
∂t
✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡
❛❧♦rs à
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −g(u)
∂u
∂t
✭✺✳✶✶✻✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r G ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞✐s♦♥s✱ G(s) = s✱ ♦♥ ❡st ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) = ϕ−∆ϕ, ✭✺✳✶✶✼✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
. ✭✺✳✶✶✽✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ G ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡
s♦❧✐❞❡✲❧✐q✉✐❞❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
♥♦♥ ❧✐♥ér❛✐r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❛tt❡♥❞✉❡✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❢érr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s s♣✐♥s s✬♦r✐❡♥t❡♥t ❡t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ G✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ G(s) = cs − c′s2, c′ > 0✱ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❧✉s
❛♣♣r♦♣r✐é ✭✈♦✐r ❬✻✶❪✮✳
✶✵✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡
❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✻✳✶ ❈❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣t✐r❡✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù g ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❀ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ g ≡ 1✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉
♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) = ϕ−∆ϕ, ✭✻✳✶✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
, ✭✻✳✷✮
♦ù u ❡t ϕ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✷✮ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❤♦♠♦❣è♥❡s
u = ϕ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✻✳✸✮
❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
u|t=0 = u0, ϕ|t=0 = ϕ0. ✭✻✳✹✮
✻✳✶✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s
❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r f ✿
f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1, ✭✻✳✺✮
f(0) = 0, ✭✻✳✻✮
−c0 ≤ F (s) ≤ f(s)s+ c1, c0, c1 ≥ 0, s ∈ R, ✭✻✳✼✮
|f ′(s)| ≤ c2(|s|
2p + 1), c2, p ≥ 1, s ∈ R, ✭✻✳✽✮
f ′(s) ≥ −c3, c3 ≥ 0, ✭✻✳✾✮
❛✈❡❝ F (s) =
∫ s
0
f(τ)dτ ✳
✶✵✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✻✳✶✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✿
H = L2(Ω), V = H10 (Ω),W = H
2(Ω)
❡t ♦♥ ♥♦t❡ V ′ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡ V ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt
Y = V ×W,
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ 〈., .〉 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ V ❡t V ′ ♦✉ ❡♥tr❡ Lp ❡t Lq✱ ❛✈❡❝ 1
p
+ 1
q
= 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ‖.‖X ❡st
❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X✳ ❖♥ ♠✉♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ Y ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖Y ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿
‖(v, ω)‖Y = ‖v‖V + ‖ω‖W , ∀ (v, ω) ∈ Y .
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ c✱ c′ ❡t c′′ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡✳
✻✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✶✮ ♣❛r ∂u
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx
)
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
=
∫
Ω
(ϕ−∆ϕ)
∂u
∂t
dx. ✭✻✳✶✵✮
❖♥ ♠✉❧t❧✐♣❧✐❡ ✭✻✳✷✮ ♣❛r ϕ−∆ϕ✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
+ ‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 = −
∫
Ω
(
ϕ−∆ϕ
)∂u
∂t
dx. ✭✻✳✶✶✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✻✳✶✵✮ ❡t ✭✻✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx+ ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 = 0.
✭✻✳✶✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✶✮ ♣❛r u✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 +
∫
Ω
f(u)udx = (ϕ, u) + (∇ϕ,∇u). ✭✻✳✶✸✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❡t ✭✻✳✼✮ ❡♥tr❛î♥❡♥t
d
dt
‖u‖2 + c‖∇u‖2 +
∫
Ω
F (u)dx ≤ c′‖∇ϕ‖2 + c′′. ✭✻✳✶✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✷✮ ♣❛r ∂ϕ
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
= −(
∂u
∂t
,
∂ϕ
∂t
). ✭✻✳✶✺✮
✶✵✻
✻✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❞♦♥♥❡
d
dt
‖∇ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✻✳✶✻✮
❖♥ s♦♠♠❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✻✳✶✷✮✱ ǫ1✭✻✳✶✹✮ ❡t ✭✻✳✶✻✮✱ ♦ù ǫ1 > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ❛
dE1
dt
+ cǫ1‖∇u‖
2 + ǫ1
∫
Ω
F (u)dx+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′ǫ1‖∇ϕ‖
2 + c′′,
✭✻✳✶✼✮
♦ù
E1 = ǫ1‖u‖
2 + ‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx+ ‖ϕ‖2 + (2 + ǫ1)‖∇ϕ‖
2 + ‖∆ϕ‖2 ✭✻✳✶✽✮
s❛t✐s❢❛✐t
E1 ≥ c
(
‖u‖2V + ‖ϕ‖
2
W +
∫
Ω
F (u)dx
)
. ✭✻✳✶✾✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ǫ1 > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
1− c′ǫ1 > 0, ✭✻✳✷✵✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dE1
dt
+ cE1 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′. ✭✻✳✷✶✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✭✻✳✶✮ ♣❛r −∆u✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡
à ✭✻✳✻✮✱
1
2
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 +
∫
Ω
f ′(u)|∇u|2dx = (∇ϕ,∇u) + (∆ϕ,∆u) ✭✻✳✷✷✮
❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❡t ✭✻✳✾✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 ≤ c′‖∇u‖2 + c′′(‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2). ✭✻✳✷✸✮
❖♥ s♦♠♠❡ ✭✻✳✷✶✮ ❡t ǫ2✭✻✳✷✸✮✱ ❛✈❡❝ c− c
′ǫ2 > 0 ❡t c− c
′′ǫ2 > 0✱ ❡t ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
dE2
dt
+ cE2 + c
′‖∆u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′′, ✭✻✳✷✹✮
♦ù
E2 = E1 + ǫ2‖∇u‖
2 ✭✻✳✷✺✮
s❛t✐s❢❛✐t
E2 ≥ c
(
‖u‖2V + ‖ϕ‖
2
W +
∫
Ω
F (u)dx
)
. ✭✻✳✷✻✮
✶✵✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✶✮ ♣❛r −∆∂u
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∆u‖2 +
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂u
∂t
dx
= (∇ϕ,∇
∂u
∂t
) + (∆ϕ,∆
∂u
∂t
).
✭✻✳✷✼✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✻✳✷✮ ♣❛r ∆2ϕ✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2) + ‖∇∆ϕ‖2 = −(∆ϕ,∆
∂u
∂t
). ✭✻✳✷✽✮
▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✻✳✷✼✮ ❡t ✭✻✳✷✽✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
1
2
d
dt
(‖∆u‖2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2) + ‖∇∆ϕ‖2
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
= (∇ϕ,∇
∂u
∂t
)−
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇
∂u
∂t
dx.
✭✻✳✷✾✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ✭✻✳✽✮✱∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇u∇
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u|2p + 1)|∇u||∇
∂u
∂t
|dx. ✭✻✳✸✵✮
❙✐ d = 2✱ ❛❧♦rs✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡✱∫
Ω
|u|2p|∇u||∇
∂u
∂t
|dx ≤ c‖u‖2pH1‖u‖H2
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ ✭✻✳✸✶✮
❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ p = 1 q✉❛♥❞ d = 3✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ∫
Ω
|u|2|∇u||∇
∂u
∂t
|dx ≤ c‖u‖2H1‖u‖H2
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ . ✭✻✳✸✷✮
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✻✳✷✾✮✲✭✻✳✸✷✮✱ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
d
dt
(
‖∆u‖2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2
)
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇∆ϕ‖2 ≤ c‖u‖qH1(‖u‖
4
H2 + 1) + c
′, q ≥ 0.
✭✻✳✸✸✮
❊t✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✭✻✳✷✹✮ ❡t ✭✻✳✸✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡
dE3
dt
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c‖u‖qV (‖u‖
2
W+1)(E3+1)+c
′, ✭✻✳✸✹✮
♦ù
E3 = E2 + ‖∆u‖
2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2 ✭✻✳✸✺✮
s❛t✐s❢❛✐t
E3 ≥ c(‖u‖
2
W + ‖ϕ‖
2
H3 +
∫
Ω
F (u)dx). ✭✻✳✸✻✮
✶✵✽
✻✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✻✳✷✮ ♣❛r −∆∂ϕ
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
= (
∂u
∂t
,∆
∂ϕ
∂t
). ✭✻✳✸✼✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡♥tr❛î♥❡
d
dt
‖∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✻✳✸✽✮
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✻✳✸✹✮ ❡t ǫ3✭✻✳✸✽✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ✭✻✳✸✹✮✱ à s❛✈♦✐r ✭♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✐❝✐ ǫ3 < 1✮✱
dE4
dt
+ c
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′‖u‖qV (‖u‖
2
W + 1)(E4 + 1) + c
′′,
✭✻✳✸✾✮
♦ù
E4 = E3 + ǫ3‖∆ϕ‖
2 ✭✻✳✹✵✮
s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✻✳✸✻✮✳
✻✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ q✉✐ s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐♥✉✳
❖♥ é♥♦♥❝❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳ ❙♦✐t T > 0 ❞♦♥♥é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (u0, ϕ0) ∈ V ×W∩V ✱ ❡t F (u0) <
+∞✳ ❆❧♦rs s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✻✳✼✮✲✭✻✳✽✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✹✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u, ϕ) t❡❧❧❡ q✉❡ u ∈ L∞(R+;V )✱ ∂u∂t ∈ L
2(0, T ;H)✱ ϕ ∈ L∞(R+;W ∩ V )
❡t ∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T, V )✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✶✮✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿{
Av = −∆v,
v = 0 s✉r ∂Ω,
❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D(A) = H2(Ω) ∩H10 (Ω)✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❆ ❡st ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t✱ ❜♦r♥é ❡t ♣♦s✐✲
t✐❢✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
{ωj, j ≥ 1} ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❆ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s 0 < λ1 ≤ λ2 ≤
· · · q✉✐ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❛♥s H ❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥s V ✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t
Vm = vect{ω1, · · · , ωm}✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é s✉✐✈❛♥t✱ é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱
dum
dt
+ Aum + Pmf(um) = ϕm + Aϕm, ✭✻✳✹✶✮
dϕm
dt
+ A
dϕm
dt
+ Aϕm = −
dum
dt
, ✭✻✳✹✷✮
u(0) = Pmu0, ϕm(0) = Pmϕ0, ✭✻✳✹✸✮
✶✵✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♦ù Pm ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ H s✉r Vm ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s H✮✱
❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à
d
dt
(um, v) + 〈Aum, v〉+ 〈Pmf(um), v〉 = (ϕm, v) + 〈Aϕm, v〉 ✭✻✳✹✹✮
d
dt
(ϕm, ω) +
d
dt
〈Aϕm, ω〉+ 〈Aϕm, ω〉 = −
d
dt
(um, ω), ✭✻✳✹✺✮
❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✹✸✮✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é
❡st st❛♥❞❛r❞❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ um ❡t ϕm s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
um =
m∑
j=1
ujmωj ❡t ϕm =
m∑
j=1
ϕjmωj.
❆✐♥s✐✱ rés♦✉❞r❡ ✭✻✳✹✶✮✲✭✻✳✹✸✮ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❡s ujm ❡t ❧❡s ϕjm t❡❧s q✉❡ um ❡t ϕm
✈ér✐✜❡♥t ✭✻✳✹✶✮✲✭✻✳✹✸✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t v ❡t ω ♣❛r ωi, i = 1, · · · ,m ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✹✶✮✲✭✻✳✹✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✱
q✉❡ ❧✬♦♥ rés♦✉❞ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✭✻✳✷✶✮✱ ❛✈❡❝ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ u ❡t ϕ✱ um ❡t ϕm✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ♦♠♠❡t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡✱ q✉✐ s❡ ❢❛✐t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✻✷❪ ❡t ❬✻✸❪✱ ❝❢✳ ❛✉ss✐ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡
✸✮✳

▲❡ rés✉❧t❛t q✉✐ s✉✐t tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ p = 1 ❞❛♥s ✭✻✳✽✮ ♣♦✉r d = 3✳
❆❧♦rs s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✹✮ ❡st
✉♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❛②❛♥t été ét❛❜❧✐❡✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡
❢❛✐r❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡✉① (u1, ϕ1) ❡t (u2, ϕ2) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u01, ϕ01) ❡t (u02, ϕ02)✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿
u = u1 − u2 ❡t ϕ = ϕ1 − ϕ2,
♣✉✐s
u0 = u01 − u02 ❡t ϕ0 = ϕ01 − ϕ02,
♦♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (u, ϕ) s❛t✐s❢❛✐t
∂u
∂t
−∆u+ f(u1)− f(u2) = ϕ−∆ϕ, ✭✻✳✹✻✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
, ✭✻✳✹✼✮
u = ϕ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✻✳✹✽✮
u|t=0 = u0, ϕ|t=0 = ϕ0. ✭✻✳✹✾✮
✶✶✵
✻✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✹✻✮ ♣❛r ∂u
∂t
✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx = (ϕ−∆ϕ,
∂u
∂t
). ✭✻✳✺✵✮
P✉✐s ♦♥ ♠✉t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✹✼✮ ♣❛r ϕ−∆ϕ✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r Ω ❡t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
+ ‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 = −(ϕ−∆ϕ,
∂u
∂t
). ✭✻✳✺✶✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
(
‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
+ 2
(∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
= −2
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx.
✭✻✳✺✷✮
❖♥ ❛ ❣râ❝❡ à ✭✻✳✽✮✱∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p + |u2|
2p + 1)
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ |u|dx. ✭✻✳✺✸✮
❙✐ d ≤ 2✱ ❛❧♦rs ∀ p ≥ 0✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡∫
Ω
(|u1|
2p + |u2|
2p + 1)|u|
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c(‖u1‖2pL6p + ‖u2‖2pL6p + 1)‖u‖L6
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u1‖
2p
V + ‖u2‖
2p
V + 1)‖∇u‖
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥ .
❙✐ d = 3✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ p = 1✱ ❡t ♦♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∫
Ω
(|u1|
2 + |u2|
2 + 1)|u|
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c(‖u1‖2V + ‖u2‖2V + 1)‖∇u‖
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥ .
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
d
dt
(
‖∇u‖2+‖ϕ‖2+2‖∇ϕ‖2+‖∆ϕ‖2
)
≤ c(‖u1‖
q
V +‖u2‖
q
V +1)‖∇u‖
2, q ≥ 0. ✭✻✳✺✹✮
❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬✉♥✐❝✐té ✭♣♦✉r u01 = u02 ❡t ϕ01 = ϕ02✮ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✱ ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐♥✉
S(t) ❝♦♠♠❡ s✉✐t
S(t) : Y → Y , S(t)(u0, ϕ0) = (u(t), ϕ(t)), ∀ t ≥ 0,
♦ù (u, ϕ) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✹✮✳
✶✶✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✻✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❛❜s♦r❜❛♥ts ❡t ❘é❣✉❧❛r✐té
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐❝✐✱ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s Y ✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❖♥ ❛ ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✹✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t β0 ❞❛♥s Y✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✾✮ ❡t ✭✻✳✷✶✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✲
✇❛❧❧✳
❊♥ ❡✛❡t ✿
❖♥ réé❝r✐t ✭✻✳✷✶✮ ✐❝✐✳ ❖♥ ❛
dE1
dt
+ cE1 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′. ✭✻✳✺✺✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
dE1
dt
+ cE1 ≤ c
′ ✭✻✳✺✻✮
❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡
E1(t) ≤ e
−ctE1(0) +
c′
c
. ✭✻✳✺✼✮
P❛r ✭✻✳✶✾✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
‖u(t)‖2V + ‖ϕ(t)‖
2
W ≤ c
′e−ct(‖u0‖
2
V + ‖ϕ0‖
2
W ) + c
′′ ✭✻✳✺✽✮
❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r q✉❡✱
‖u(t)‖2V + ‖ϕ(t)‖
2
W ≤ R, R > 0, ✭✻✳✺✾✮
✐❧ s✉✣t q✉❡
ce−ct(‖u0‖
2
V + ‖ϕ0‖
2
W ) + c
′ ≤ R, ✭✻✳✻✵✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
t ≥ −
1
c
log
(R− c′′
c′E1(0)
)
.
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s u0 ❡t ϕ0 ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é B ❞❡ Y ✱ ♦♥ ❛
‖u(t)‖2V + ‖ϕ(t)‖
2
W ≤ R, ∀ t ≥ t0, ✭✻✳✻✶✮
♦ù t0 := max{0,−
1
c
log
(
R−c′′
c′(B)
)
}✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣❧èt❡✳

✶✶✷
✻✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❛❜s♦r❜❛♥ts ❡t ❘é❣✉❧❛r✐té
✻✳✹✳✶ ❘é❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✻✳✻✮ ❡t ✭✻✳✾✮ ✈r❛✐❡s✳ ❆❧♦rs s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✻✳✶✱ ♦♥ ❛ u ∈ L2(0, T ;W ), ∀ T > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✻✳✷✹✮✲✭✻✳✷✻✮ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ✭✻✳✷✹✮ ✐❝✐✱
dE2
dt
+ cE2 + c
′‖∆u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′′ ✭✻✳✻✷✮
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
dE2
dt
+ cE2 ≤ c
′, ✭✻✳✻✸✮
♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱
E2(t) ≤ e
−ctE2(0) + c
′. ✭✻✳✻✹✮
❖♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✻✳✻✷✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ q✉❡∫ t
0
‖∆u(s)‖2ds ≤ e−ctE2(0) + c
′,
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ u ∈ L2(0, T ;W )✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✻✳✻✮✲✭✻✳✼✮ ❡t ✭✻✳✾✮ ✈r❛✐❡s✱ ❡t p ∈ [0, 1] ❞❛♥s ✭✻✳✽✮
❧♦rsq✉❡ d = 3✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (u0, ϕ0) ∈ (W ∩V )× (H3(Ω)∩V )✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✮✲
✭✻✳✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u, ϕ) ❛✈❡❝ u ∈ L∞(R+;W ∩ V )✱ ∂u∂t ∈ L
2(0, T ;V )✱
ϕ ∈ L∞(R+;H
3(Ω) ∩ V ) ❡t ∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T ;W ∩ V )✱ ∀ T > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✈✐❛ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❡t ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♦♣t✐q✉❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✹✮ q✉❡∫ t+r
t
‖∆u(s)‖2ds ≤ a(r), ∀ t ≥ t0, r > 0, ✭✻✳✻✺✮
♣♦✉r (u0, ϕ0) ∈ B✱ ♦ù B ❡st ✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ Y ❡t t0 ❡st t❡❧ q✉❡ t ≥ t0 ✐♠♣❧✐q✉❡
S(t)B ⊂ β0✱ β0 ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳ ❖♥
s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✱ q✉❡
u ∈ L∞(R+;V ), ✭✻✳✻✻✮
♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✱ q✉❡
u ∈ L2(0, T ;W ), ∀ T > 0. ✭✻✳✻✼✮
P❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ à ✭✻✳✸✾✮ ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✻✳✻✻✮ ❡t
✭✻✳✻✼✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
u ∈ L∞(0, T ;W ∩ V ), ∀ T > 0. ✭✻✳✻✽✮
✶✶✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ à ✭✻✳✸✾✮✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡st✐✲
♠❛t✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t r❡q✉✐s❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱∫ t+r
t
E4(s)ds ≤ c ❡t
∫ t+r
t
‖u(s)‖qV (‖u(s)‖
2
W + 1)ds ≤ c
′, ∀ t ≥ t0, ∀ r > 0,
♦ù t0 ❡st t❡❧ q✉❡ ∀B ⊂ Y ❜♦r♥é✱ S(t)B ⊂ β0✱ ∀ t ≥ t0✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✺✮✱ ♦♥ s❛✐t ❞✐r❡ q✉❡∫ t+r
t
‖u(s)‖qV (‖u(s)‖
2
W + 1)ds ≤ c, ∀ t ≥ t0. ✭✻✳✻✾✮
P♦✉r ét❛❜❧✐r ∫ t+r
t
E4(s)ds ≤ c,
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∫ t+r
t
‖∇∆ϕ(s)‖2ds ≤ c, ∀ t ≥ t0.
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✻✳✸✸✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t ♣✉✐s ❡♥tr❡ t ❡t t + r ❡t ❞✬❛♣rès
✭✻✳✻✾✮✱ q✉❡∫ t+r
t
‖∇∆ϕ(s)‖2ds ≤
∫ t+r
t
‖u(s)‖qV (‖u(s)‖
4
W + 1)ds
+
∫ t
0
‖u(s)‖qV (‖u(s)‖
4
W + 1)ds+ ‖u0‖
2
W + ‖ϕ0‖
2
H3 + cT
≤ c, ∀ t ≥ t0,
✭✻✳✼✵✮
❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✱∫ t+r
t
E4(s)ds ≤ c, ∀ t ≥ t0 + r, ✭✻✳✼✶✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
u ∈ L∞(t0 + r,+∞;W ∩ V ). ✭✻✳✼✷✮
❊♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✭✻✳✻✽✮ ❡t ✭✻✳✼✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
u ∈ L∞(R+;W ∩ V ).
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
ϕ ∈ L∞(R+;H
3(Ω) ∩ V ).
❉❡ ✭✻✳✸✾✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
∂u
∂t
∈ L2(0, T ;V ) ❡t
∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T ;W ∩ V ),
❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t β1 ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ Y1✱ ♦ù Y1 := (W ∩ V )× (H3(Ω) ∩ V )✳
✶✶✹
✻✳✺ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✱ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡r Y1✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)
❞❡ Y1 ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ✭✻✳✸✾✮
♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t β1 ❞❛♥s Y1 ✭❝❢✳ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✮✱ ❞✬♦ù ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳

✻✳✺ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐✳ ❖♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✻✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✻✳✻✮
❡t ✭✻✳✾✮✱ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❞é✜♥✐ s✉r Y ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A q✉✐ ❡st ❜♦r♥é
❞❛♥s Y1✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ S(t) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s Y ❀ ✐❧ r❡st❡ à
♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛ttr❛❝t✐❢ q✉✐ s♦✐t ❜♦r♥é ❞❛♥s Y1 ✭✈♦✐r✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✸❪✱ ❬✷✻❪✱ ❬✻✹❪ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ② s♦♥t ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s✮✳
❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✶✽❪ ❡t ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(u, ϕ) = (ud, ϕd) + (uc, ϕc),
♦ù (ud, ϕd) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂ud
∂t
−∆ud = ϕd −∆ϕd, ✭✻✳✼✸✮
∂ϕd
∂t
−∆
∂ϕd
∂t
−∆ϕd = −
∂ud
∂t
, ✭✻✳✼✹✮
ud = ϕd = 0 s✉r ∂Ω, ✭✻✳✼✺✮
ud|t=0 = u0, ϕ
d|t=0 = ϕ0 ✭✻✳✼✻✮
❡t (uc, ϕc) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂uc
∂t
−∆uc + f(u) = ϕc −∆ϕc, ✭✻✳✼✼✮
∂ϕc
∂t
−∆
∂ϕc
∂t
−∆ϕc = −
∂uc
∂t
, ✭✻✳✼✽✮
uc = ϕc = 0 s✉r ∂Ω, ✭✻✳✼✾✮
uc|t=0 = 0, ϕ
c|t=0 = 0. ✭✻✳✽✵✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✼✸✮✲✭✻✳✼✻✮✳ ❖♥ ❛✱ ❡♥ ré♣ét❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t
❝♦♥❞✉✐t à ✭✻✳✶✵✮✲✭✻✳✷✶✮✱ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ f ≡ 0 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dE5
dt
+ cE5 + c
′
(∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕd∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ 0, ✭✻✳✽✶✮
✶✶✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❛✈❡❝
E5 = ǫ1‖u‖
2 + ‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + (2 + ǫ1)‖∇ϕ‖
2 + ‖∆ϕ‖2 ✭✻✳✽✷✮
✈ér✐✜❛♥t
E5 ≥ c(‖u‖
2
V + ‖ϕ‖
2
W ). ✭✻✳✽✸✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
dE5
dt
+ cE5 ≤ 0. ✭✻✳✽✹✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
‖(ud(t), ϕd(t))‖2Y ≤ e
−ct‖(u0, ϕ0)‖
2
Y . ✭✻✳✽✺✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✼✼✮✲✭✻✳✽✵✮✱ ❡t ♦♥ ré♣èt❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♠❡♥é❡s à ✭✻✳✷✶✮ ❡t ✭✻✳✷✾✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
dE6
dt
≤ c‖f ′(u)∇u‖2, ✭✻✳✽✻✮
♦ù
E6 =ǫ1‖u
c‖2 + ‖∇uc‖2 + ‖∆uc‖2 + ‖ϕc‖2 + (2 + ǫ1)‖∇ϕ
c‖2
+ ‖∆ϕc‖2 + ‖∇∆ϕc‖2
✭✻✳✽✼✮
s❛t✐s❢❛✐t
E6 ≥ c(‖u
c‖2W + ‖ϕ
c‖2H3). ✭✻✳✽✽✮
▼❛✐s✱ ♣❛r ✭✻✳✽✮✱ ♦♥ é❝r✐t∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇udx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u|2p + 1)|∇u|dx,
s✐ d ≤ 2✱ ❛❧♦rs ∀ p ≥ 0✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡❧q✉❡s∫
Ω
(|u|2p + 1)|∇u|dx ≤ (‖u‖2pL4p + 1)‖∇u‖
≤ c(‖u‖2pV + 1)‖∇u‖
❡t s✐ d = 3✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ p = 1✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡♥tr❛î♥❡
q✉❡ ∫
Ω
(|u|2 + 1)|∇u|dx ≤ c(‖u‖2V + 1)‖∇u‖.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇udx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u‖qV + 1)‖∇u‖, q ≥ 0.
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✷✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
‖f ′(u)∇u‖2L2(0,T ;Hd) ≤ Q(T, ‖u0‖V , ‖ϕ0‖W ), ✭✻✳✽✾✮
♦ù Q ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❉❡ ✭✻✳✽✻✮✲✭✻✳✽✽✮ ❡t ✭✻✳✽✾✮✱
♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
‖(uc(t), ϕc(t))‖2Y1 ≤ Q(T, ‖u0‖V , ‖ϕ0‖W ), ∀ t ∈ [0, T ]. ✭✻✳✾✵✮
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞❡ ✭✻✳✽✺✮ ❡t ✭✻✳✾✵✮✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛ttr❛❝t✐❢ ❜♦r♥é
❞❛♥s Y1 s✉✐✈❛♥t ❬✷✸❪ ❡t ❬✷✻❪✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣❧èt❡✳

✶✶✻
✻✳✻ ❆ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
✻✳✻ ❆ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A ❡①❤✐❜é ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ M q✉✐✱
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ A ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡✳ ▲❡
♠❛♥q✉❡ ❞✬❡✛❡ts ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s r❡♥❞ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ❡t ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❬✸✹❪✱ ❬✸✸❪✱ ❬✸✺❪✱ ❬✻✺❪✱ ❬✻✻❪ ❡t ❬✷✼❪ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ P♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱ ♥♦✉s ♣r♦✲
❝é❞❡r♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✸✼❪✱ ❬✸✻❪✱ ❬✻✹❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❝✐té❡s ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✮✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ é♥♦♥❝é ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❛✈❡❝ V = Y ✱H = Y1
❡t X =
⋃
t≥t0
S(t)β0✱ ♦ù t0 ❡st t❡❧ q✉❡ t ≥ t0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ S(t)B ⊂ β0✱ ∀ B ⊂ Y
❜♦r♥é✳
➱t❛♣❡ ■ ✿ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✸✮✱ (u1, ϕ1) ❡t (u2, ϕ2)✱ ❛✈❡❝
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (u01, ϕ01) ❡t (u02, ϕ02) ❞❛♥s β1✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t (u, ϕ) =
(u1 − u2, ϕ1 − ϕ2) ❡t (u0, ϕ0) = (u01 − u02, ϕ01 − ϕ02)✱ ♦♥ ❛ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t
∂u
∂t
−∆u+ f(u1)− f(u2) = ϕ−∆ϕ, ✭✻✳✾✶✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
, ✭✻✳✾✷✮
u = ϕ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✻✳✾✸✮
u(0) = u0, ϕ(0) = ϕ0. ✭✻✳✾✹✮
❖♥ ❞é❝♦♥♣♦s❡ à ♣rés❡♥t (u, ϕ) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✾✶✮✲✭✻✳✾✹✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(u, ϕ) = (ϑ, ζ) + (υ, ̺),
♦ù (ϑ, ζ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂ϑ
∂t
−∆ϑ = ζ −∆ζ, ✭✻✳✾✺✮
∂ζ
∂t
−∆
∂ζ
∂t
−∆ζ = −
∂ϑ
∂t
, ✭✻✳✾✻✮
ϑ = ζ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✻✳✾✼✮
ϑ(0) = u0, ζ(0) = ϕ0 ✭✻✳✾✽✮
❡t (υ, ̺) ❝❡❧❧❡ ❞❡
✶✶✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
∂υ
∂t
−∆υ + f(u1)− f(u2) = ̺−∆̺, ✭✻✳✾✾✮
∂̺
∂t
−∆
∂̺
∂t
−∆̺ = −
∂υ
∂t
, ✭✻✳✶✵✵✮
υ = ̺ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✻✳✶✵✶✮
υ(0) = ̺(0) = 0. ✭✻✳✶✵✷✮
❊♥ r❡♣ét❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ✭✻✳✷✶✮ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✻✳✾✺✮✲
✭✻✳✾✽✮✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ f ≡ 0 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
d
dt
E7 + cE7 ≤ 0,
♦ù
E7 = ǫ1‖ϑ‖
2 + ‖∇ϑ‖2 + ‖ζ‖2 + (2 + ǫ1)‖∇ζ‖
2 + ‖∆ζ‖2
s❛t✐s❢❛✐t
E7 ≥ c(‖ϑ‖
2
V + ‖ζ‖
2
W ).
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡
‖ϑ(t)‖2V + ‖ζ(t)‖
2
W ≤ d(t)(‖u0‖
2
V + ‖ϕ0‖
2
W ),
♦ù d(t) = e−ct✱ t ≥ 0 ❡t d(t)→ 0 q✉❛♥❞ t→ +∞✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✻✳✾✾✮✲✭✻✳✶✵✷✮✳ ❖♥ ♠✉❧✐t♣❧✐❡ ✭✻✳✾✾✮ ♣❛r ∂υ
∂t
♣✉✐s
✭✻✳✶✵✵✮ ♣❛r ̺−∆̺ ❡t ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés rés✉❧t❛♥t❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
(
‖∇υ‖2 + ‖̺‖2 + 2‖∇̺‖2 + ‖∆̺‖2
)
+ 2(‖∇̺‖2 + ‖∆̺‖2)
2
∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
2
= −2
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂υ
∂t
dx.
✭✻✳✶✵✸✮
❉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✻✳✽✮✱ ♦♥ é❝r✐t∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂υ
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p + |u2|
2p + 1)|u|
∣∣∣∣∂υ∂t
∣∣∣∣ dx.
P♦✉r d ≤ 2✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱∫
Ω
(|u1|
2p + |u2|
2p + 1)|u|
∣∣∣∣∂υ∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c(‖u1‖2pV + ‖u2‖2pV + 1)‖∇u‖
∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥ .
P♦✉r d = 3✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ p = 1 ✭❡♥ ❢❛✐t p ≤ 1✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡
∫
Ω
(|u1|
2 + |u2|
2 + 1)|u|
∣∣∣∣∂υ∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c(‖u1|2V + ‖u2‖2V + 1)‖∇u‖
∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥ .
❖♥ ❛ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✶✽
✻✳✻ ❆ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
d
dt
(
‖∇υ‖2 + ‖̺‖2 + 2‖∇̺‖2 + ‖∆̺‖2
)
+ 2(‖∇̺‖2 + ‖∆̺‖2) +
∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u1‖
q1
V + ‖u2‖
q1
V + 1)‖u‖
2
V , q1 ≥ 0.
✭✻✳✶✵✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✾✾✮ ♣❛r υ✳ ❖♥ ❛
d
dt
‖υ‖2 + c‖∇υ‖2 + 2
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))υdx ≤ c
′‖∇̺‖2. ✭✻✳✶✵✺✮
❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ❡st ❝♦♥❞✉✐t à
d
dt
‖υ‖2 + c‖∇υ‖2 ≤ c′(‖u1‖
q2
V + ‖u2‖
q2
V + 1)‖u‖
2
V + c
′′‖∇̺‖2, q2 ≥ 0. ✭✻✳✶✵✻✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✻✳✶✵✹✮ ❡t ǫ4✭✻✳✶✵✻✮✱ ♦ù ǫ4 > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
E8 + c
(
‖∇υ‖2 + ‖∇̺‖2 + ‖∆̺‖2
)
+
∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u1‖
q
V + ‖u2‖
q
V + 1)‖u‖
2
V , q ≥ 0,
✭✻✳✶✵✼✮
♦ù
E8 = ǫ4‖υ‖
2 + ‖∇υ‖2 + ‖̺‖2 + 2‖∇̺‖2 + ‖∆̺‖2, ✭✻✳✶✵✽✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖υ‖2V + ‖̺‖
2
W ) ≤ E8. ✭✻✳✶✵✾✮
❆✐♥s✐✱ ✭✻✳✶✵✼✮ ❞❡✈✐❡♥t
d
dt
E8 + cE8 +
∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u1‖
q
V + ‖u2‖
q
V + 1)‖u‖
2
V , q ≥ 0. ✭✻✳✶✶✵✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✻✳✾✾✮ ♣❛r −∆υ✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇υ‖2 + ‖∆υ‖2 = (∇̺,∇υ) + (∆̺,∆υ) +
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))∆υdx.
❖r✱ ❣râ❝❡ à ✭✻✳✽✮✱ ♦♥ ❛∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))∆υdx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p + |u2|
2p + 1)|u||∆υ|dx.
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐ p = 1 q✉❛♥❞ d = 3✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍ö❧❞❡r∫
Ω
(|u1|
2 + |u2|
2 + 1)|u||∆υ|dx ≤ c(‖u1‖
2
V + ‖u2‖
2
V + 1)‖∇u‖‖∆υ‖
≤ c(‖u1‖
4
V + ‖u2‖
4
V + 1)‖u‖
2
V +
1
4
‖∆υ‖2.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r d ≤ 3✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
✶✶✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
d
dt
‖∇υ‖2+‖∆υ‖2 ≤ c(‖u1‖
q
V +‖u2‖
q
V +1)‖u‖
2
V +c
′(‖∇̺‖2+‖∆̺‖2), q ≥ 0. ✭✻✳✶✶✶✮
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✭✻✳✶✶✵✮ ❡t ǫ5✭✻✳✶✶✶✮✱ ♦ù ǫ5 > 0 ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
d
dt
E9 + cE9 + ‖∆υ‖
2 +
∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′(‖u1‖
q
V + ‖u2‖
q
V + 1)‖u‖
2
V , ✭✻✳✶✶✷✮
♦ù
E9 = E8 + ǫ5‖∇υ‖
2 ✭✻✳✶✶✸✮
s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✻✳✶✵✾✮✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✻✳✾✾✮ ♣❛r −∆∂υ
∂t
♣✉✐s ✭✻✳✶✵✵✮ ♣❛r ∆2̺✳ ❖♥ ❛ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s
1
2
d
dt
(
‖∆υ‖2 + ‖∆̺‖2 + ‖∇∆̺‖2
)
+ ‖∇∆̺‖2 +
∥∥∥∥∇∂υ∂t
∥∥∥∥
2
=
∫
Ω
(f ′(u1)∇u1 − f
′(u2)∇u2)∇
∂υ
∂t
dx+ (∇̺,∇
∂υ
∂t
).
❖♥ ❛
f ′(u1)∇u1 − f
′(u2)∇u2 = (f
′(u1)− f
′(u2))∇u1 + f
′(u2)∇u,
❡t ❞♦♥❝ ∣∣∣∣
∫
Ω
(f ′(u1)∇u1 − f
′(u2)∇u2)∇
∂υ
∂t
dx
∣∣∣∣
≤
∫
Ω
|f ′(u1)− f
′(u2)||∇u1|
∣∣∣∣∇∂υ∂t
∣∣∣∣ dx+
∫
Ω
|f ′(u2)||∇u|
∣∣∣∣∇∂υ∂t
∣∣∣∣ dx.
❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ✭✻✳✽✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱∫
Ω
|f ′(u1)− f
′(u2)||∇u1|
∣∣∣∣∇∂υ∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p + |u2|
2p + 1)|u||∇u1|
∣∣∣∣∇∂υ∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u1‖
2p
L∞ + ‖u2‖
2p
L∞ + 1)‖∇u‖‖∆u1‖
∥∥∥∥∇∂υ∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u1‖
2p
W + ‖u2‖
2p
W + 1)‖u‖V ‖u1‖W
∥∥∥∥∇∂υ∂t
∥∥∥∥ ,
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱∫
Ω
|f ′(u2)||∇u|
∣∣∣∣∇∂υ∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c
∫
Ω
(|u2|
2p + 1)|∇u|
∣∣∣∣∇∂υ∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u2‖
2p
L∞ + 1)‖∇u‖
∥∥∥∥∇∂υ∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u2‖
2p
W + 1)‖u‖V
∥∥∥∥∇∂υ∂t
∥∥∥∥ .
✶✷✵
✻✳✻ ❆ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥✜♥ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
d
dt
(
‖∆υ‖2 + ‖∆̺‖2 + ‖∇∆̺‖2
)
+ ‖∇∆̺‖2 +
∥∥∥∥∇∂υ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u1‖
q′
W + ‖u2‖
q′
W + 1)‖u‖
2
V + c
′′‖∇̺‖2, q′ ≥ 0.
✭✻✳✶✶✹✮
▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✶✶✷✮ ❡t ǫ6✭✻✳✶✶✹✮✱ ♣♦✉r ǫ6 > 0 ♣❡t✐t✱ ❞♦♥♥❡
d
dt
E10 + cE10 + c
′
(∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂υ∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c′′(‖u1‖
q
V + ‖u2‖
q
V + 1)‖u‖
2
V , q ≥ 0,
✭✻✳✶✶✺✮
♦ù
E10 = E9 + ǫ6(‖∆υ‖
2 + ‖∆̺‖2 + ‖∇∆̺‖2) ✭✻✳✶✶✻✮
s❛t✐s❢❛✐t
E10 ≥ c(‖υ‖
2
W + ‖̺‖
2
H3). ✭✻✳✶✶✼✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❡♥tr❛î♥❡
‖υ(t)‖2W + ‖̺(t)‖
2
H3 ≤ h(t)(‖u0‖
2
V + ‖ϕ0‖
2
W ), ∀ t ∈ [0, T ], ✭✻✳✶✶✽✮
♦ù
h(t) = c′
∫ t
0
e−c(t−s)(‖u1(s)‖
q
V + ‖u2(s)‖
q
V + 1)ds,
❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
➱t❛♣❡ ■■ ✿ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❍ö❧❞❡r
❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ t❡♠♣s s✉r [0, T ]× B✱ ∀ T > 0✱ ∀ B ❜♦r♥é ❞❡ W ✳
❖♥ ❛ q✉❡ S(t) ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❞✬❛♣rès ✭✻✳✺✹✮✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛
❝♦♥t✐♥✉✐té ❍ö❧❞ér✐❡♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥s ✭✻✳✸✸✮ ♣♦✉r
∥∥∂u
∂t
∥∥2
V
❡t ✭✻✳✸✽✮ ♣♦✉r
∥∥∂ϕ
∂t
∥∥2
W
❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱
♦♥ ❛
‖u(t1)− u(t2)‖V + ‖ϕ(t1)− ϕ(t2)‖W
≤
∫ t1
t2
∥∥∥∥∂u∂t (τ)
∥∥∥∥
V
dτ +
∫ t1
t2
∥∥∥∥∂ϕ∂t (τ)
∥∥∥∥
W
dτ
≤ c|t1 − t2|
1/2,
♦ù c ❞é♣❡♥❞ ❞❡ β1 ❡t T ✱ ∀ t1, t2 ∈ [0, T ]✳

❖♥ ❛ ❞é♠♦♥tré ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✼✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ M ❞❛♥s X✳
✶✷✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✻✳✼ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛
ré❣✐♦♥ R = (0,+∞) × D ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Rd, d = 2, 3✱ ♦ù D ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é
❞❛♥s Rd−1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ R ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s d = 2✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x1✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r d = 3✱ R ❡st ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ s✉✐✈❛♥t ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ x1✳ ❈✬❡st ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s q✉✐ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ✭✈♦✐r✱ ❬✸✶❪✱ ❬✶✽❪✱ ❬✻✹❪
❡t ❬✷✾❪✮✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✷✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ R
❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
u = ϕ = 0 s✉r (0,+∞)× ∂D × (0, T ), ✭✻✳✶✶✾✮{
u(0, x2, x3, t) = p(x2, x3, t),
ϕ(0, x2, x3, t) = q(x2, x3, t) s✉r {0} ×D × (0, T ),
✭✻✳✶✷✵✮
♦ù T > 0 ❡st ✜①é✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s
u|t=0 = ϕ|t=0 = 0 s✉r R. ✭✻✳✶✷✶✮
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❍❛❞❛♠❛r❞✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s d1, d2 t❡❧❧❡s q✉❡
F (s) + d1s
2 ≥ 0, f(s)s+ d2s
2 ≥ 0. ✭✻✳✶✷✷✮
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Fω(z, t) =
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)
(
usu,1 + ϕ(ϕ,1 + ϕ,1s) + ϕsϕ,1
)
dads, ✭✻✳✶✷✸✮
♦ù D(z) = {x ∈ R, x1 = z} ❡t ω ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ à ♣ré❝✐s❡r ❀ ✐❝✐✱
vs =
∂v
∂s
❡t v,1 =
∂v
∂x1
✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❣râ❝❡ à ✭✻✳✶✶✾✮✲
✭✻✳✶✷✶✮✱ ♦♥ ❛
Fω(z + h, t)− Fω(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
(|∇u|2 + 2F (u))dx
+
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
(|ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds,
✭✻✳✶✷✹✮
♦ù R(z, z + h) = {x ∈ R, z < x1 < z + h}✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r h✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ h
✶✷✷
✻✳✼ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
✈❡rs ③ér♦✱ ♦♥ ❛
∂Fω
∂z
(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
D(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)da
+
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dads
+
ω
2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dads.
✭✻✳✶✷✺✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r✱
Gω(z, t) =
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)
(
uu,1 + ϕ(θ,1 + ϕ,1)
)
dads, ✭✻✳✶✷✻✮
♦ù
θ(t) =
∫ t
0
ϕ(s)ds. ✭✻✳✶✷✼✮
P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛
Gω(z + h, t)−Gω(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
(|u|2 + |∇θ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dxds
✭✻✳✶✷✽✮
❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ Gω ♣❛r r❛♣♣♦rt à z ❞♦♥♥❡
∂Gω
∂z
(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
D(z)
(|u|2 + |∇θ|2)da
+
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2+)dads
+
ω
2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dads.
✭✻✳✶✷✾✮
❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r ω ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡
f(u)u+
ω
2
u2 ≥ C1, C1 > 0, (ω > 2). ✭✻✳✶✸✵✮
❖♥ ♣♦s❡ Hω = Fω + τGω✱ ♦ù τ ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❖♥ ❛
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2) + τ(|u|2 + |∇θ|2)
≥ C2(|u|
2 + |∇u|2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2 + |∇θ|2)
✭✻✳✶✸✶✮
✶✷✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❡t
(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2) + τ(|∇u|2 + f(u)u+ u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)
+
ω
2
(
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2) + τ(|u|2 + |∇θ|2)
)
≥ C2(|u|
2 + |∇u|2 + |us|
2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2 + |∇θ|2),
✭✻✳✶✸✷✮
♦ù C2 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ✿
∂Hω
∂z
=
∂Fω
∂z
+ τ
∂Gω
∂z
❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ω ❡t τ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∂Hω
∂z
(z, t)
≥ C2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |us|
2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dads
+ C2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∆ϕ|2 + |∇θ|2)dads.
✭✻✳✶✸✸✮
◆♦tr❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ |Hω| ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
∂Hω
∂z
✳ ❖♥ ❛
|Fω|
≤ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2sdads)
1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1sdads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2sdads)
1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1dads)
1/2
≤ C3
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + |us|
2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2 + |ϕs|
2 + |∇ϕs|
2)dads,
✭✻✳✶✸✹✮
♦ù C3 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
|Gω|
≤ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)θ2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2sdads)
1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1dads)
1/2
≤ C4
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2 + |∇θ|2)dads,
✭✻✳✶✸✺✮
✶✷✹
✻✳✼ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
♦ù C4 ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❣é♦✲
♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✻✳✶✸✹✮✲✭✻✳✶✸✺✮ q✉❡
|Hω| ≤ C5
∂Hω
∂z
(z, t), ✭✻✳✶✸✻✮
♦ù C5 =
C3+τC4
C2
> 0✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✻✳✶✸✻✮ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s ✭✈♦✐r✱ ❬✷✾❪✱ ❬✶✽❪✱ ❬✻✹❪✱ ❬✸✶❪✱ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ② ✜❣✉r❡♥t✮✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs
q✉❡ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ z0 ≥ 0 t❡❧❧❡ q✉❡ Hω(z0, t) > 0 ❡t
Hω(z, t) ≥ Hω(z0, t) exp(C
−1
5 (z − z0)), z ≥ z0, ✭✻✳✶✸✼✮
s♦✐t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
−Hω(z, t) ≤ −Hω(0, t) exp(−C
−1
5 z), z ≥ 0. ✭✻✳✶✸✽✮
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✼✮ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡✱ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
exp(−ωt)
2
∫
R(0,z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)da+
τ
exp(−ωt)
2
∫
R(0,z)
(|u|2 + |∇θ|2)dx+
exp(−ωt)
2
∫
R(0,z)
(|ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dxds
✭✻✳✶✸✾✮
t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✽✮ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ Hω(z, t) t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ z t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t ♦♥ ❛ q✉❡
Eω(z, t) ≤ Eω(0, t) exp(−C
−1
5 z), z ≥ 0, ✭✻✳✶✹✵✮
♦ù
✶✷✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
Eω(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
R(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)da
+ τ
exp(−ωt)
2
∫
R(z)
(|u|2 + |∇θ|2)dx+
exp(−ωt)
2
∫
R(z)
(|ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dxds
✭✻✳✶✹✶✮
❡t R(z) = {x ∈ R, x1 > z}✳
❖♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✽✳ ❙♦✐t (u, ϕ) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✻✳✶✮✲✭✻✳✷✮✱
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✭✻✳✶✶✾✮✲✭✻✳✶✷✵✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭✻✳✶✷✶✮✳ ❆❧♦rs✱ s♦✐t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭✻✳✶✸✾✮ ❡st ✈r❛✐❡✱ s♦✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
εω(z, t) ≤ Eω(0, t) exp(ωt− C
−1
5 z), ✭✻✳✶✹✷✮
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r z ≥ 0✱ ♦ù
εω(z, t)
=
1
2
∫
R(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)da
+
τ
2
∫
R(z)
(|u|2 + |∇θ|2)dx+
1
2
∫
R(z)
(|ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(z)
(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(z)
(|∇u|2 + f(u)u+ u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
(|u|2 + |∇θ|2)dxds.
✭✻✳✶✹✸✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✶✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✽ ❧✐é à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✻✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ❞❡ P❤r❛❣♠é♥✲▲✐♥❞❡❧ö❢ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✹✵❪✮✳
✶✷✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉①
❧✐♠✐t❡s s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) = ϕ−∆ϕ, ✭✼✳✶✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
, ✭✼✳✷✮
∂u
∂ν
=
∂ϕ
∂ν
= 0 s✉r ∂Ω, ✭✼✳✸✮
u/t=0 = u0, ϕ/t=0 = ϕ0, ✭✼✳✹✮
♦ù Ω ⊂ Rd ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ ré❣✉❧✐❡r✱ ❛✈❡❝ d = 2 ♦✉ 3✳ ■❝✐✱ u ❡t ϕ r❡♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❡♥ ❡s♣❛❝❡✮ ❞❡ u+ ϕ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮ ❡st
❝♦♥s❡r✈é❡ ❡♥ t❡♠♣s✱ à s❛✈♦✐r∫
Ω
(u+ ϕ)dx =
∫
Ω
(u0 + ϕ0)dx, ∀t > 0.
P♦✉r ❧❡ ✈♦✐r✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮ s✉r Ω ❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ✭✼✳✸✮✳
❆✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✱ ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥ts ✿
Eβ = {(u, ϕ) ∈ E;
1
|Ω|
∫
Ω
(u+ ϕ)dx = β}, β ≥ 0,
❡t
Eα =
⋃
|β|≤α
Eβ, α ≥ 0,
♦ù E = H1(Ω)×H2(Ω)✳ ❖♥ ♣♦s❡ W = H2(Ω)×H3(Ω)✳
✶✷✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥ ❢❛✐t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ♥♦♥
❧✐♥é❛r✐té ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳
❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ f ✿
c1s
2p − c2 ≤ F (s) ≤ f(s)s ≤ c3s
2p + c4, ci ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, s ∈ R, ✭✼✳✺✮
♦ù F ′ = f
f ′(s) ≥ −c5, c5 ≥ 0, s ∈ R, ✭✼✳✻✮
|f ′(s)| ≤ c6(|s|
2p−2 + 1), c6 > 0, s ∈ R. ✭✼✳✼✮
✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ❯♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳ ❙♦✐t (u0, ϕ0) ∈ Eβ✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✼✳✺✮✲✭✼✳✻✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u, ϕ) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t (u, ϕ) ∈ L∞(0, T ;Eβ) ∩
L2(0, T ;Eβ), u ∈ L
2p(0, T ;L2p(Ω))✱ ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ❡t ∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T ;H1(Ω))✱
∀T > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ ❛✈❡❝
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
0 = λ1 < λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · ❡t s♦✐t ωj, j = 1, 2, · · · , k, · · · ✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❝♦rr❡♣♦♥❞❛♥ts q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ L2(Ω)✳ P♦✉r t♦✉t m ∈ N✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ (um, ϕm) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
um =
m∑
j=1
ujmωj, ❡t ϕm =
m∑
j=1
ϕjmωj
✈ér✐✜❛♥t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ωi, i = 1, · · ·m✱ s♦♥t très ré❣✉❧✐èr❡s✱
(
∂um
∂t
, ωi) + (∇um,∇ωi) +
∫
Ω
f(um)ωidx = (ϕm −∆ϕm, ωi), ✭✼✳✽✮
(
∂ϕm
∂t
, ωi) + (∇
∂ϕm
∂t
,∇ωi) + (∇ϕm,∇ωi) = −(
∂um
∂t
, ωi), ✭✼✳✾✮
♣♦✉r i = 1, · · · ,m✱ ❡t
um(0) = u0m → u0 ❞❛♥s L
2(Ω) ❧♦rsq✉❡ m→ +∞,
ϕm(0) = ϕ0m → ϕ0 ❞❛♥s L
2(Ω) ❧♦rsq✉❡ m→ +∞.
✭✼✳✶✵✮
❖♥ s✬❡st r❛♠❡♥é à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 2m éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐✲
♥❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❛✐t ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s (um, ϕm)
s✉r (0, Tm), ♣♦✉r ✉♥ Tm > 0✳ ❖♥ ✈❡rr❛✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐✱ q✉✬❡♥ ré❛❧✐té
Tm = T ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ (um, ϕm) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✮ ♣❛r ∂uim
∂t
❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(‖∇um‖
2 + 2
∫
Ω
F (um)dx) +
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
=
∫
Ω
(ϕm −∆ϕm)
∂um
∂t
dx. ✭✼✳✶✶✮
✶✷✽
✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ❯♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✾✮ ♣❛r ϕim + λimϕim ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ϕm‖
2 + 2‖∇ϕm‖
2 + ‖∆ϕm‖
2
)
+ ‖∇ϕm‖
2 + ‖∆ϕm‖
2
= −
∫
Ω
(
ϕm −∆ϕm
)∂um
∂t
dx.
✭✼✳✶✷✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✼✳✶✶✮ ❡t ✭✼✳✶✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
(
‖∇um‖
2 + 2
∫
Ω
F (um)dx+ ‖ϕm‖
2 + 2‖∇ϕm‖
2 + ‖∆ϕm‖
2
)
+ 2
(∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇ϕm‖
2 + ‖∆ϕm‖
2
)
= 0.
✭✼✳✶✸✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✮ ♣❛r uim ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 +
∫
Ω
f(um)umdx = (um, ϕm) + (∇um,∇ϕm). ✭✼✳✶✹✮
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ f(um)um ≥ c1u
2p
m − c2 ❡t ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
1
2
d
dt
‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
2p ≤ c2|Ω|+ (um, ϕm) + (∇um,∇ϕm). ✭✼✳✶✺✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❞♦♥♥❡
d
dt
‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + 2c1‖um‖
2p
2p ≤ 2c2|Ω|+ 2(um, ϕm) + ‖∇ϕm‖
2. ✭✼✳✶✻✮
▼❛✐s
u2pm ≥
1
2
u2pm + cu
2
m + c
′, c > 0,
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
d
dt
‖um‖
2 + c‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p ≤ 2(um, ϕm) + ‖∇ϕm‖
2 + c′. ✭✼✳✶✼✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t i = 0 ❞❛♥s ✭✼✳✾✮ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ω0 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
∫
Ω
(um + ϕm)dx = 0,
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
< um + ϕm >=< u0 + ϕ0 >= β. ✭✼✳✶✽✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ǫ < um + ϕm >
2 à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ✭✼✳✶✼✮✱ ♦♥ ❛
d
dt
‖um‖
2 + c‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p + ǫ < um + ϕm >
2
≤ 2(um, ϕm) + ‖∇ϕm‖
2 + c′β2.
✭✼✳✶✾✮
✶✷✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❊♥ ♥♦t❛♥t q✉❡
ǫ < um + ϕm >
2≥
ǫ
2
< ϕm >
2 −ǫc‖um‖
2,
♦♥ ❛ ❛❧♦rs
d
dt
‖um‖
2 + c(1− ǫ)‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p +
ǫ
2
< ϕm >
2
≤ 2(um, ϕm) + ‖∇ϕm‖
2 + Cβ2.
❊♥ ♥♦t❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
(um, ϕm) = (um, ϕm− < ϕm >) + |Ω| < um >< ϕm >
= (um, ϕm− < ϕm >) + |Ω| < um > (β− < um >)
❡t q✉❡
|Ω| < um > (β− < um >) ≤ c,
♦♥ tr♦✉✈❡
d
dt
‖um‖
2 + c(1− ǫ)‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p +
ǫ
2
< ϕm >
2
≤ 2(um, ϕm− < ϕm >) + ‖∇ϕm‖
2 + C(1 + β2).
✭✼✳✷✵✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡
(um, ϕm− < ϕm >) ≤
c
4
‖um‖
2 +
1
c
‖ϕm− < ϕm > ‖
2, c > 0
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
‖um‖
2 + c(
1
2
− ǫ)‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p +
ǫ
2
< ϕm >
2
≤
2
c
‖ϕm− < ϕm > ‖
2 + ‖∇ϕm‖
2 + C(1 + β2).
✭✼✳✷✶✮
P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ C = C(Ω) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
‖ϕm− < ϕm > ‖
2 ≤ C(Ω)‖∇ϕm‖
2. ✭✼✳✷✷✮
❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✼✳✷✷✮ ❞❛♥s ✭✼✳✷✶✮✱ ♦♥ ❛
d
dt
‖um‖
2 + c(
1
2
− ǫ)‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p +
ǫ
2
< ϕm >
2
≤ c′‖∇ϕm‖
2 + C(1 + β2).
✭✼✳✷✸✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ǫ > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r q✉❡ 1
2
− ǫ > 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
d
dt
‖um‖
2 + c‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p + c
′ < ϕm >
2
≤ c′′‖∇ϕm‖
2 + C(1 + β2).
✭✼✳✷✹✮
✶✸✵
✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ❯♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✾✮ ♣❛r ∂ϕim
∂t
❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍ö❧❞❡r
d
dt
‖∇ϕm‖
2 +
∥∥∥∥∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∥∥∥∥∇∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
≤
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✼✳✷✺✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✼✳✶✸✮✱ ǫ1✭✼✳✶✻✮ ❡t ✭✼✳✷✺✮✱ ♦ù ǫ1 > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛
dV1m
dt
+ ǫ1
(
c‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + c1‖um‖
2p
L2p + c
′ < ϕm >
2
)
+ 2(‖∇ϕm‖
2 + ‖∆ϕm‖
2) +
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
≤ ǫ1c
′′‖∇ϕm‖
2 + C(1 + β2),
✭✼✳✷✻✮
♦ù
V1m = ǫ1‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 + ‖ϕm‖
2 + 3‖∇ϕm‖
2 + ‖∆ϕm‖
2 + 2
∫
Ω
F (um)dx ✭✼✳✷✼✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖um‖
2
H1 + ‖um‖
2p
L2p + ‖ϕm‖
2
H2) ≤ V1m ✭✼✳✷✽✮
❡t ♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ F (um) ≥ c1u
2p
m − c2✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ǫ1 > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❡t✐t ♣♦✉r q✉❡ 2− ǫ1c
′′ > 0✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡
dV1m
dt
+ cV1m + c
′
(∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ C(1 + β2), ✭✼✳✷✾✮
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ (< ϕ >2 +‖∇ϕ‖2)1/2 ❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ✉s✉❡❧❧❡
❞❛♥sH1(Ω)✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✾✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t T ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ♥♦r♠❡s ✿
‖(um, ϕm)‖L∞(0,T ;Eβ), ‖(um, ϕm)‖L2(0,T ;Eβ) ❡t ‖um‖L∞(0,T ;L2p(Ω)),
❛✐♥s✐ q✉❡ ∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))
❡t
∥∥∥∥∂ϕm∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω))
,
s♦♥t ❜♦r♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ m✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥
r❡♥♦♠♠❡ (um, ϕm) t❡❧❧❡ q✉❡ (um, ϕm) ⇀ (u, ϕ) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L
2(0, T ;Eβ) ❡t ❢❛✐✲
❜❧❡♠❡♥t ét♦✐❧❡ ❞❛♥s L∞(0, T ;Eβ) ❧♦rsq✉❡ m→ +∞✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t tr❛✐t❡r
❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f(um)✳ ❖♥ ❛ q✉❡ um ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ m ❞❛♥s
L2p(0, T ;L2p(Ω))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ |f(um)| ≤ c3|um|
2p−1 + c4✱ ❞✬♦ù f(um) ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ m ❞❛♥s Lq(0, T ;Lq(Ω))✱ ♦ù q ❡st ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ 2p✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ um✱ ♦♥ ❛
f(um) ⇀ χ ❞❛♥s L
q(0, T ;Lq(Ω)).
P❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ✭✼✳✽✮✲✭✼✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛
d
dt
(u, ω) + (∇u,∇ω) + (χ, ω) = (ϕ−∆ϕ, ω), ∀ω ∈ H1(Ω) ✭✼✳✸✵✮
d
dt
(ϕ, v) + (∇
∂ϕ
∂t
,∇v) + (∇ϕ,∇v) = −(
∂um
∂t
, v), ∀v ∈ H1(Ω). ✭✼✳✸✶✮
✶✸✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✸✵✮✱ ♦♥ ❛
∂u
∂t
= ∆u− χ+ ϕ−∆ϕ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) + Lq(0, T ;Lq(Ω)),
❡t ❝♦♠♠❡✱
(L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2p(0, T ;L2p(Ω)))′ = L2(0, T ;H−1(Ω)) + Lq(0, T ;Lq(Ω)),
♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ u ∈ C([0, T ];L2(Ω))✱ ❞✬♦ù✱ u(0) ❛ ✉♥ s❡♥s ❡t u(0) =
u0✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ϕ ∈ L
2(0, T ;H2(Ω)) ❡t ∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T ;H1(Ω))✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞ûs à ▲✐♦♥s✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕ ∈ C([0, T ];L2(Ω))✳ ❆✐♥s✐✱ ϕ(0) ❛ ✉♥ s❡♥s ❡t
ϕ(0) = ϕ0✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ χ = f(u)✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ✿ um ⇀ u ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❞❛♥s L2(0, T ;H1(Ω))✳ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ H1(Ω) ⊂ L2(Ω) ét❛♥t ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡
um → u ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t (t, x) ∈ (0, T )× Ω✱ ❞✬♦ù ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
f(um)→ f(u) ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω× (0, T )
❡t f(um) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
q(Ω× (0, T ))✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
f(um)→ f(u) ❞❛♥s L
q(Ω× (0, T )) (♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡).

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶ ❡t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡
p ≤ 2 ❞❛♥s ✭✼✳✼✮ ❧♦rsq✉❡ d = 3✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡
(u, ϕ)✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s (u1, ϕ1) ❡t (u2, ϕ2) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲
✭✼✳✹✮ ❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u01, ϕ01) ❡t (u02, ϕ02)✳ ❖♥ ♣♦s❡
u = u1 − u2✱ ϕ = ϕ1 − ϕ2✱ u0 = u01 − u02 ❡t ϕ0 = ϕ01 − ϕ02✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
∂u
∂t
−∆u+ f(u1)− f(u2) = ϕ−∆ϕ, ✭✼✳✸✷✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
, ✭✼✳✸✸✮
∂u
∂ν
=
∂ϕ
∂ν
= 0 ♦♥ ∂Ω, ✭✼✳✸✹✮
u/t=0 = u0, ϕ/t=0 = ϕ0. ✭✼✳✸✺✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✸✷✮ ♣❛r ∂u
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇u‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx = (ϕ−∆ϕ,
∂u
∂t
) ✭✼✳✸✻✮
♣✉✐s✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✸✸✮ ♣❛r ϕ−∆ϕ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
1
2
d
dt
(
‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
+ ‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 = −(ϕ−∆ϕ,
∂u
∂t
). ✭✼✳✸✼✮
✶✸✷
✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ❯♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✼✳✸✻✮ ❡t ✭✼✳✸✼✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
d
dt
(
‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
+ 2
(∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
= −2
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx.
✭✼✳✸✽✮
❉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✼✳✼✮✱ ♦♥ ❛∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p−2 + |u2|
2p−2 + 1)
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ |u|dx. ✭✼✳✸✾✮
P♦✉r d ≤ 2✱ ♦♥ é❝r✐t∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ (‖u1‖2p−2L6(p−1) + ‖u2‖2p−2L6(p−1) + 1)‖u‖L6
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u1‖
2p−2
H1 + ‖u2‖
2p−2
H1 )‖u‖H1
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥ .
✭✼✳✹✵✮
▲♦rsq✉❡ d = 3✱ ❛❧♦rs p ≤ 2 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ p = 2✱ ❡t
♦♥ ❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts 1/3✱ 1/6 ❡t 1/2✱∫
Ω
(|u1|
2 + |u2|
2 + 1)|u|
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c(‖u1‖2L6 + ‖u2‖2L6 + 1)‖u‖L6
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u1‖
2
H1 + ‖u2‖
2
H1 + 1)‖u‖H1
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥ .
✭✼✳✹✶✮
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
d
dt
(
‖∇u‖2+‖ϕ‖2+2‖∇ϕ‖2+‖∆ϕ‖2
)
≤ c(‖u1‖
q
H1+‖u2‖
q
H1+1)‖u‖
2
H1 , q ≥ 0. ✭✼✳✹✷✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✸✷✮ ♣❛r u ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ❣râ❝❡ à ✭✼✳✻✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❍ö❧❞❡r à
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 ≤ c‖u‖2 + c′(‖ϕ‖2 + ‖∇ϕ‖2). ✭✼✳✹✸✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✼✳✹✷✮ ❡t ✭✼✳✹✸✮ ♦♥ ❛
dE
dt
≤ c(‖u1‖
q
H1 + ‖u2‖
q
H1 + 1)E, ✭✼✳✹✹✮
♦ù
E = ‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
s❛t✐s❢❛✐t
E ≥ c(‖u‖2H1 + ‖ϕ‖
2
H2)
❡t
E ≤ c′(‖u‖2H1 + ‖ϕ‖
2
H2),
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬✉♥✐❝✐té ✭♣♦✉r u01 = u02
❡t ϕ01 = ϕ02✮ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❧❡s✳ 
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t q✉✐ s✉✐t
✶✸✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ✭✼✳✼✮ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡t q✉❡ p ∈ [0, 3] ❞❛♥s
✭✼✳✼✮ ♣♦✉r d = 3✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t (u0, ϕ0) ∈ W ∩Eβ ❡t s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✼✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u, ϕ)✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉✲
❧❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡ (u, ϕ) ∈ L∞(0, T ;W ∩Eβ)∩L2(0, T ;W ∩Eβ)✱ u ∈ L∞(0, T ;L2p(Ω))✱
∂u
∂t
∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ❡t ∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T ;H2(Ω)), ∀T > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
P♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❝♦♥❢❡rt ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ (u, ϕ) ∈
L∞(0, T ;W ) ∩ L2(0, T ;W )✱ ∂u
∂t
∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ❡t ∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T ;H2(Ω))✱ ∀T > 0✳
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✮ ♣❛r λiuim ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇um‖
2 + ‖∆um‖
2 +
∫
Ω
f ′(um)|∇um|
2dx
= (∇um,∇ϕm) + (∆um,∆ϕm).
✭✼✳✹✺✮
P❛r ✭✼✳✼✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ ❛
d
dt
‖∇um‖
2 + ‖∆um‖
2 ≤ c‖∇um‖
2 + c′‖∇ϕm‖
2 + ‖∆ϕm‖
2. ✭✼✳✹✻✮
❖♥ s♦♠♠❡ ✭✼✳✷✾✮ ❡t ǫ2✭✼✳✹✻✮✱ ♦ù ǫ2 > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ❛
dV2m
dt
+ cV2m + ‖∆um‖
2 + c′
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+ c′′
(∥∥∥∥∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
) ≤ C(1 + β2),
✭✼✳✹✼✮
♦ù
V2m = V1m + ǫ2‖∇um‖
2 ✭✼✳✹✽✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖um‖
2
H1 + ‖um‖
2p
L2p + ‖ϕm‖
2
H2) ≤ V2m. ✭✼✳✹✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✮ ♣❛r λi
∂uim
∂t
❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
∥∥∥∥∇∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
1
2
d
dt
‖∆um‖
2 +
∫
Ω
f ′(um)∇um∇
∂um
∂t
dx
= −(ϕm,∆
∂um
∂t
) + (∆ϕm,∆
∂um
∂t
).
✭✼✳✺✵✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✼✳✾✮ ♣❛r λ2iϕim ❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ ❛
d
dt
(
‖∆ϕm‖
2 + ‖∇∆ϕm‖
2
)
+ ‖∇∆ϕm‖
2 = −(∆ϕm,∆
∂um
∂t
). ✭✼✳✺✶✮
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✼✳✺✵✮ ❡t ✭✼✳✺✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
(
‖∆um‖
2 + ‖∆ϕm‖
2 + ‖∇∆ϕm‖
2
)
+
∥∥∥∥∇∂um∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇∆ϕm‖
2
+
∫
Ω
f ′(um)∇um∇
∂um
∂t
dx = (∇
∂um
∂t
,∇ϕm).
✭✼✳✺✷✮
✶✸✹
✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ❯♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ ❛
d
dt
(
‖∆um‖
2 + ‖∆ϕm‖
2 + ‖∇∆ϕm‖
2
)
+
∥∥∥∥∇∂um∂t
∥∥∥∥
2
+ 2‖∇∆ϕm‖
2 + 2
∫
Ω
f ′(um)∇um∇
∂um
∂t
dx ≤ ‖∇ϕm‖
2.
✭✼✳✺✸✮
❖♥ ❛ ♣❛r ✭✼✳✼✮✱
∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(um)∇um∇
∂um
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|um|
2p−2 + 1)|∇um|
∣∣∣∣∇∂um∂t
∣∣∣∣ dx. ✭✼✳✺✹✮
P♦✉r d ≤ 2 ✿
❖♥ ❛ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∫
Ω
|um|
2p−2|∇um|
∣∣∣∣∇∂um∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c‖um‖2p−2H1 ‖um‖H2
∥∥∥∥∇∂um∂t
∥∥∥∥ . ✭✼✳✺✺✮
P♦✉r d = 3 ✿
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ p = 3 ❡t ♦♥ ❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❆❣♠♦♥ ‖v‖L∞ ≤ ‖v‖
1/2
H1 ‖v‖
1/2
H2 ✱ ∀v ∈ H
2(Ω) ✭✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✾✮✱ ❡t
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r
∫
Ω
|um|
4|∇um|
∣∣∣∣∇∂um∂t
∣∣∣∣ dx ≤ ‖um‖2L∞
∫
Ω
|um|
2|∇um||∇
∂um
∂t
|dx ✭✼✳✺✻✮
❡t
‖um‖
2
L∞
∫
Ω
|um|
2|∇um||∇
∂um
∂t
|dx
≤ c‖um‖H1‖um‖H2
∫
Ω
|um|
2|∇um||∇
∂um
∂t
|dx
≤ c‖um‖
3
H1‖um‖
2
H2
∥∥∥∥∇∂um∂t
∥∥∥∥ .
✭✼✳✺✼✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✼✳✺✸✮✲✭✼✳✺✼✮
d
dt
(
‖∆um‖
2 + ‖∆ϕm‖
2 + ‖∇∆ϕm‖
2
)
+ c
∥∥∥∥∇∂um∂t
∥∥∥∥
2
+ 2‖∇∆ϕm‖
2
≤ c′‖um‖
p′
H1(‖um‖
4
H2 + 1) + ‖∇ϕm‖
2, p′ ≥ 0.
✭✼✳✺✽✮
❆✐♥s✐✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✭✼✳✹✼✮ ❡t ✭✼✳✺✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
dV3m
dt
+ c(
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂um∂t
∥∥∥∥
2
) + c′(
∥∥∥∥∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
)
≤ c”‖um‖
p′
H1(‖um‖
2
H2 + 1)(V3m + 1) + C(1 + β
2),
✭✼✳✺✾✮
✶✸✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♦ù
V3m = V2m + ‖∆um‖
2 + ‖∆ϕm‖
2 + ‖∇∆ϕm‖
2 ✭✼✳✻✵✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖um‖
2
H2 + ‖um‖
2p
L2p + ‖ϕm‖
2
H3) ≤ V3m. ✭✼✳✻✶✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✼✳✾✮ ♣❛r λi
∂ϕim
∂t
❡t ♦♥ s♦♠♠❡ s✉r i = 1, · · · ,m✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r
d
dt
‖∆ϕm‖
2 + 2
∥∥∥∥∇∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ϕm∂t
∥∥∥∥
2
≤
∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✼✳✻✷✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✼✳✺✾✮✱ ✭✼✳✻✷✮ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ q✉❡
‖(um, ϕm)‖L∞(0,T ;W ) ❡t ‖(um, ϕm)‖L2(0,T ;W )
♣✉✐s ∥∥∥∥∂um∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ω))
❡t
∥∥∥∥∂ϕm∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2(Ω))
,
s♦♥t ❜♦r♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ m✱ ❞✬♦ù✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥♦♠♠❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ à s❛✈♦✐r (um, ϕm)✱ ♦♥ é❝r✐t q✉❡ (um, ϕm) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs✱ ❞✐s♦♥s✱
(u, ϕ)✱ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(0, T ;W ) ❡t ét♦✐❧❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L∞(0, T ;W )✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ∂ϕm
∂t
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ∂ϕ
∂t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(0, T ;H2(Ω))✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✼✳✷ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❆ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❛❜s♦r❜❛♥ts ♣♦✉r ❧❡
s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t), t ≥ 0✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ Aα✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✸✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té
∫
Ω
(u + ϕ)dx✱ ♥♦✉s ♥❡
s♦♠♠❡s ♣❧✉s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♣❤❛s❡s E t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡str❡✐♥❞r❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ à ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ E✱ à s❛✈♦✐r Eα✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
S(t) : Eα → Eα, (u0, ϕ0) 7→ (u(t), ϕ(t)), ∀ t ≥ 0,
❝♦♥t✐♥✉ s✉r E✱ ♦ù (u, ϕ) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮✳
❖♥ ❛ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ P♦✉r α > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ R = R(α) > 0 ❡t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ T (.) t❡❧❧❡ q✉❡
‖S(t)(u0, ϕ0)‖E ≤ R(α), ∀ t ≥ T (‖(u0, ϕ0)‖E).
✶✸✻
✼✳✷ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❆ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✾✮ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶
❛✈❡❝ (u, ϕ) à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ (um, ϕm) q✉❡ ❧✬♦♥ réé❝r✐t
dV1
dt
+ cV1 + c
′
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ c”
(∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+ 2
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ C(1 + β2), ✭✼✳✻✸✮
♦ù
V1 = ǫ1‖u‖
2 + ‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx+ ‖ϕ‖2 + 3‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 ✭✼✳✻✹✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖u‖2H1 + ‖u‖
2p
L2p + ‖ϕ‖
2
H2)− c
′′ ≤ V1 ≤ c
′(‖u‖2H1 + ‖u‖
2p
L2p + ‖ϕ‖
2
H2) + c
′′. ✭✼✳✻✺✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
dV1
dt
+ cV1 ≤ C(1 + β
2). ✭✼✳✻✻✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❡t ✭✼✳✻✺✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t
‖u(t)‖2H1 + ‖u(t)‖
2p
L2p + ‖ϕ(t)‖
2
H2 ≤ C1
(
‖u0‖
2
H1 + ‖ϕ0‖
2
H2
)
e−ct + C2(1 + β
2). ✭✼✳✻✼✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t R(α) =
√
1 + C2(1 + α2) ❡t T (r) =
1
c
ln(r2C1)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
❝❤❡r❝❤é✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❡st ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞❛♥s W ∩ Eα✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶ ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✼✳✹✼✮✲✭✼✳✹✾✮✱ ✭✼✳✺✽✮ ❡t
✭✼✳✺✾✮✲✭✼✳✻✶✮ ❡♥ ♠❡tt❛♥t u ❡t ϕ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ um ❡t ϕm q✉❡ ❧✬♦♥ réé❝r✐t ❝✐✲❛♣rès ✿
dV2
dt
+ cV2 + ‖∆u‖
2 + c′
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ c′′
(∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ C(1 + β2),
✭✼✳✻✽✮
♦ù
V2 = V1 + ǫ2‖∇u‖
2 ✭✼✳✻✾✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖u‖2H1 + ‖u‖
2p
L2p + ‖ϕ‖
2
H2) ≤ V2, ✭✼✳✼✵✮
d
dt
(
‖∆u‖2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2
)
+ c
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+ 2‖∇∆ϕ‖2 ≤ c′‖u‖p
′
H1(‖u‖
4
H2 + 1) + ‖∇ϕ‖
2, p′ ≥ 0
✭✼✳✼✶✮
❡t
✶✸✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
dV3
dt
+ c(
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
) + c′
(∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c”‖u‖p
′
H1(‖u‖
2
H2 + 1)(V3 + 1) + C(1 + β
2),
✭✼✳✼✷✮
♦ù
V3 = V2 + ‖∆u‖
2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2 ✭✼✳✼✸✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖u‖2H2 + ‖u‖
2p
L2p + ‖ϕ‖
2
H3) ≤ V3. ✭✼✳✼✹✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✼✳✻✽✮ q✉❡
∫ t+r
t
‖∆u(s)‖2ds ≤ c, ∀t ≥ t0, r > 0, ✭✼✳✼✺✮
♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦✐❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B ❞❡ Eα ❡t t0
❡st t❡❧ q✉❡ t ≥ t0 ✐♠♣❧✐q✉❡ S(t)B ⊂ B0✱ ❛✈❡❝ B0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ♣♦✉r
S(t) ❞❛♥s Eα ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✱ ❞✬♦ù∫ t+r
t
‖u(s)‖2H2ds ≤ c
′(r), ∀ t ≥ t0. ✭✼✳✼✻✮
■❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✼✳✼✶✮ q✉❡
∫ t+r
t
‖∇∆ϕ(s)‖2ds ≤ c(r), ∀ t ≥ t0 + r. ✭✼✳✼✼✮
❊♥ ♣♦s❛♥t y = V3✱ g = c”‖u‖
p′(‖u‖2H2 +1) ❡t h = g+C(1+ β
2)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✼✳✼✷✮
q✉❡
y′ ≤ gy + h, ∀ t ≥ t0 + r
❡t ❣râ❝❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ q✉❡ y✱ g ❡t h s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉
❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭♣♦✉r t ≥ t0 + r✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
V3(t) ≤ Cα,r, ∀ t ≥ t0 + 2r,
♦ù Cα,r ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ α ❡t r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
❣râ❝❡ à ✭✼✳✼✹✮ ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t t1 = t0 + 2r✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
‖u(t)‖2H2 + ‖ϕ(t)‖
2
H3 ≤ c, ∀ t ≥ t1,
❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ p ∈ [0, 2] ❞❛♥s ✭✼✳✻✮ ❧♦rsq✉❡ d = 3✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
S(t), t ≥ 0✱ ❞é✜♥✐ ❞❡ Eα ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ Aα q✉✐ ❡st ❝♦♥♥❡①❡
❡t ❜♦r♥é ❞❛♥s W ∩ Eα✳
✶✸✽
✼✳✷ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❆ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t), t ≥ 0 ❡♥ ❞❡✉①
♦♣ér❛t❡✉rs ✿ S(t) = S1(t)+S2(t)✱ ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r S1(t) t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs
❧✬✐♥✜♥✐ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r S2(t) ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(u, ϕ) = (ud, ϕd) + (uc, ϕc),
♦ù (ud, ϕd) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂ud
∂t
−∆ud = ϕd −∆ϕd, ✭✼✳✼✽✮
∂ϕd
∂t
−∆
∂ϕd
∂t
−∆ϕd = −
∂ud
∂t
, ✭✼✳✼✾✮
∂ud
∂ν
=
∂ϕd
∂ν
= 0 s✉r ∂Ω, ✭✼✳✽✵✮
ud/t=0 = u0− < u0 >,ϕ
d/t=0 = ϕ0− < ϕ0 >, ✭✼✳✽✶✮
❡t (uc, ϕc) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∂uc
∂t
−∆uc + f(u) = ϕc −∆ϕc, ✭✼✳✽✷✮
∂ϕc
∂t
−∆
∂ϕc
∂t
−∆ϕc = −
∂uc
∂t
, ✭✼✳✽✸✮
∂uc
∂ν
=
∂αc
∂t
= 0 s✉r ∂Ω, ✭✼✳✽✹✮
uc/t=0 =< u0 >,α
c/t=0 =< ϕ0 >, ✭✼✳✽✺✮
❛✈❡❝ < v0 >:=
1
|Ω|
∫
Ω
v0dx✳
▼✉❧t✐♣❧✐♦♥s ✭✼✳✼✽✮ ♣❛r ∂u
d
∂t
✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇ud‖2 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
= (ϕd −∆ϕd,
∂ud
∂t
). ✭✼✳✽✻✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✼✾✮ ♣❛r ϕd −∆ϕd✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ϕd‖2 + 2‖∇ϕd‖2 + ‖∆ϕd‖2
)
+ ‖∇ϕd‖2 + ‖∆ϕd‖2 = −(ϕd −∆ϕd,
∂ud
∂t
).
✭✼✳✽✼✮
❖♥ s♦♠♠❡ ✭✼✳✽✻✮ ❡t ✭✼✳✽✼✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r
d
dt
(‖∇ud‖2 + ‖ϕd‖2 + 2‖∇ϕd‖2 + ‖∆ϕd‖2)
+ 2
(
‖∇ϕd‖2 + ‖∆ϕd‖2 +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2 )
= 0.
✭✼✳✽✽✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✼✳✼✽✮ ♣❛r ud✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
‖ud‖2 + ‖∇ud‖2 ≤ 2(ud, ϕd) + ‖∇ϕd‖2. ✭✼✳✽✾✮
✶✸✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❖♥ ✈♦✐t q✉❡
(ud, ϕd) = (ud− < ud >,ϕd− < ϕd >) + |Ω| < ud >< ϕd > . ✭✼✳✾✵✮
❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ✭✼✳✾✵✮ ❞❛♥s ✭✼✳✽✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
‖ud‖2 + ‖∇ud‖2 ≤2(ud− < ud >,ϕd− < ϕd >)
+ 2|Ω| < ud >< ϕd > +‖∇ϕd‖2.
✭✼✳✾✶✮
❊♥ ♥♦t❛♥t q✉❡
< ud + ϕd >= 0,
❞♦♥❝ q✉❡
< ud >= − < ϕd >,
♦♥ ❛rr✐✈❡ à
d
dt
‖ud‖2+ ‖∇ud‖2+2|Ω| < ϕd >2≤ 2(ud− < ud >,ϕd− < ϕd >) + ‖∇ϕd‖2. ✭✼✳✾✷✮
▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t P♦✐♥❝❛ré ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❞♦♥♥❡♥t
(ud− < ud >,ϕd− < ϕd >) ≤ ǫ‖ud− < ud > ‖2 + cǫ‖ϕ
d− < ϕd > ‖2
≤ ǫC(Ω)‖∇ud‖2 + cǫC(Ω)‖∇ϕ
d‖2,
✭✼✳✾✸✮
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
d
dt
‖ud‖2 + ‖∇ud‖2 + 2|Ω| < ϕd >2≤ 2ǫC(Ω)‖∇ud‖2 + (1 + 2cǫ)‖ϕ
d‖2. ✭✼✳✾✹✮
Pr❡♥❛♥t ǫ = 1
4C(Ω)
✱ ♦♥ ❛
d
dt
‖ud‖2 + |Ω| < ud >2 +
1
2
‖∇ud‖2 + |Ω| < ϕd >2≤ c‖∇ϕd‖2, ✭✼✳✾✺✮
♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ < ud >2=< ϕd >2✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✼✳✼✾✮ ♣❛r ∂ϕ
d
∂t
❡t
❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❛✈❡❝ ✭✼✳✽✽✮ ❡t ǫ2✭✼✳✾✺✮✱ ♦ù ǫ2 > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱
♦♥ tr♦✉✈❡
dV4
dt
+ 2(‖∇ϕd‖2 + ‖∆ϕd‖2) +
∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕd∂t
∥∥∥∥
2
+ ǫ2
(
|Ω| < ud >2 +
1
2
‖∇ud‖2 + |Ω| < ϕd >2
)
≤ ǫ2c‖∇ϕ
d‖2,
✭✼✳✾✻✮
♦ù
V4 = ǫ2‖u
d‖2 + ‖∇ud‖2 + ‖ϕd‖2 + 3‖∇ϕd‖2 + ‖∆ϕd‖2 ✭✼✳✾✼✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖ud‖2H1 + ‖ϕ
d‖2H2) ≤ V4. ✭✼✳✾✽✮
✶✹✵
✼✳✷ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❆ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ǫ2 > 0 t❡❧ q✉❡ 2− ǫ2c > 0✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dV4
dt
+ cV4 + c
′
(∥∥∥∥∂ud∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕd∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕd∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ 0. ✭✼✳✾✾✮
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❛♣♣❧✐q✉é à ✭✼✳✾✾✮ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡
‖ud(t)‖2H1 + ‖ϕ
d(t)‖2H2 ≤ c
′e−ct(‖ud0‖
2
H1 + ‖ϕ
d
0‖
2
H2), ∀ t ≥ 0. ✭✼✳✶✵✵✮
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ S1(t)(u0, ϕ0) := (u
d(t), ϕd(t)) t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✽✷✮✲✭✼✳✽✺✮✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✷✮ ♣❛r ∂u
c
∂t
❡t
✭✼✳✽✸✮ ♣❛r ϕc−∆ϕc✳ ❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
d
dt
(
‖∇uc‖2 + ‖ϕc‖2 + 2‖∇ϕc‖2 + ‖∆ϕc‖2
)
+ 2‖∇ϕc‖2 + 2‖∆ϕc‖2
+ 2
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
= −2
∫
Ω
f(u)
∂uc
∂t
dx.
✭✼✳✶✵✶✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✷✮ ♣❛r uc✳ ❖♥ ❛
d
dt
‖uc‖2 + ‖∇uc‖2 ≤ 2(uc, ϕc) + ‖∇ϕc‖2 − 2
∫
Ω
f(u)ucdx. ✭✼✳✶✵✷✮
❆❥♦✉t❛♥t ǫ < uc + ϕc >2 ✭ǫ > 0 ♣❡t✐t✮ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ✭✼✳✶✵✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
‖uc‖2+‖∇uc‖2+ǫ < uc+ϕc >2≤ 2(uc, ϕc)+‖∇ϕc‖2−2
∫
Ω
f(u)ucdx+ǫβ2. ✭✼✳✶✵✸✮
◆♦t❡r q✉❡
(uc, ϕc) = (uc− < uc >,ϕc− < ϕc >) + |Ω| < uc >< ϕc >
= (uc− < uc >,ϕc− < ϕc >) + |Ω| < uc > (β− < uc >).
❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs
d
dt
‖uc‖2 + ǫ < uc >2 +‖∇uc‖2 + ǫ < ϕc >2
≤ 2(uc− < uc >,ϕc− < ϕc >) + ‖∇ϕc‖2 − 2
∫
Ω
f(u)ucdx+ Cβ2.
✭✼✳✶✵✹✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡
(uc− < uc >,ϕc− < ϕc >) ≤ ǫ3‖u
c− < uc > ‖2 + cǫ3‖ϕ
c− < ϕc > ‖2
≤ ǫ3C(Ω)‖∇u
c‖2 + cǫ3C(Ω)‖∇ϕ
c‖2.
✭✼✳✶✵✺✮
❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✼✳✶✵✺✮ ❞❛♥s ✭✼✳✶✵✹✮✱ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ǫ3 =
1
4C(Ω)
✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❞✉✐t à
d
dt
‖uc‖2 + c
(
< uc >2 +‖∇uc‖2+ < ϕc >2
)
≤ c′‖∇ϕc‖2 − 2
∫
Ω
f(u)ucdx+ Cβ2.
✭✼✳✶✵✻✮
✶✹✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✸✮ ♣❛r ∂ϕ
c
∂t
✳ ❖♥ ❛
d
dt
‖∇ϕc‖2 +
∥∥∥∥∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2
≤
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
, ✭✼✳✶✵✼✮
❝❡ q✉✐✱ ❛❞❞✐t✐♦♥♥é à ✭✼✳✶✵✶✮ ❡t ǫ4✭✼✳✶✵✻✮ ✭ǫ4 > 0 ♣❡t✐t✮✱ ❞♦♥♥❡
dV5
dt
+ ǫ4c
(
< uc >2 +‖∇uc‖2+ < ϕc >2
)
+ 2(‖∇ϕc‖2 + ‖∆ϕc‖2)
+
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2
≤ ǫ4c
′‖∇ϕc‖2 − 2
∫
Ω
f(u)
∂uc
∂t
dx− 2
∫
Ω
f(u)ucdx+ Cβ2,
✭✼✳✶✵✽✮
♦ù
V5 = ǫ4‖u
c‖2 + ‖∇uc‖2 + ‖ϕc‖2 + 3‖∇ϕc‖2 + ‖∆ϕc‖2 ✭✼✳✶✵✾✮
s❛t✐s❢❛✐t
V5 ≥ c(‖u
c‖2H1 + ‖ϕ
c‖2H2). ✭✼✳✶✶✵✮
❉❡ ✭✼✳✼✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∣∣∣∣
∫
Ω
f(u)
∂uc
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u|2p−1 + 1)
∣∣∣∣∂uc∂t
∣∣∣∣ dx. ✭✼✳✶✶✶✮
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ d ≤ 2✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∫
Ω
|u|2p−1
∣∣∣∣∂uc∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c‖u‖2p−1H1
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥ ✭✼✳✶✶✷✮
❡t✱ s✐ d = 3✱ ♦♥ é❝r✐t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ♣♦✉r p = 2✱∫
Ω
|u|3
∣∣∣∣∂uc∂t
∣∣∣∣ dx ≤ ‖u‖3L6
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
≤ c‖u‖3H1
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥ .
✭✼✳✶✶✸✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✼✳✶✶✶✮ ❡t ✭✼✳✶✶✸✮ q✉❡∣∣∣∣
∫
Ω
f(u)
∂uc
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u‖q1H1 + 1)
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥ , qq1 ≥ 0. ✭✼✳✶✶✹✮
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∣∣∣∣
∫
Ω
f(u)ucdx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u‖q2H1 + 1)‖uc‖, q2 ≥ 0, ✭✼✳✶✶✺✮
❞✬♦✉✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ǫ4 > 0 t❡❧ q✉❡ 2 − ǫ4c
′ > 0✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✼✳✶✶✹✮ ❡t
✭✼✳✶✶✺✮✱ à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dV5
dt
+ cV5 + c
′
(∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c′′(‖u‖qH1 + 1) + C(< u
c >2 + < ϕc >2), q ≥ 0.
✭✼✳✶✶✻✮
✶✹✷
✼✳✷ ❉✐ss✐♣❛t✐✈✐té ❡t ❆ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✷✮ ♣❛r −∆uc✳ ❖♥ ❛
d
dt
‖∇uc‖2 + ‖∆uc‖2 +
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇ucdx ≤ (∇uc,∇ϕc) + ‖∆ϕc‖2. ✭✼✳✶✶✼✮
P✉✐sq✉❡ ∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇u.∇ucdx
∣∣∣∣ ≤
∫
Ω
|f ′(u)∇u||∇uc|dx
≤ ‖f ′(u)∇u‖‖∇uc‖
✭✼✳✶✶✽✮
❡t
(< uc >2 + < ϕc >2) = c(‖ < uc > ‖2 + ‖ < ϕc > ‖2
≤ c(‖ < u0 > ‖
2 + ‖ < ϕ0 > ‖
2)
≤ c(‖u0‖
2 + ‖ϕ0‖
2)
≤ c′‖(u0, ϕ0)‖
2
E,
✭✼✳✶✶✾✮
♦♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✭✼✳✶✶✻✮ ❡t ǫ5✭✼✳✶✶✼✮✱ ♦ù ǫ5 > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ q✉❡
dV6
dt
+ cV6 + ǫ5‖∆u
c‖2 + c′
(∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c′′
(
‖u‖qH1 + 1 + ‖(u0, ϕ0)‖
2
E + ‖f
′(u)∇u‖2
)
,
✭✼✳✶✷✵✮
♦ù
V6 = V5 + ǫ5‖∇u
c‖2 ✭✼✳✶✷✶✮
s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✼✳✶✶✵✮✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✽✷✮ ♣❛r −∆∂u
c
∂t
❡t ✭✼✳✽✸✮
♣❛r ∆2ϕc ♣✉✐s ♦♥ s♦♠♠❡ ❧❡s ❡❣❛❧✐tés rés✉❧t❛♥t❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍ö❧❞❡r
d
dt
(
‖∆uc‖2 + ‖∆ϕc‖2 + ‖∇∆ϕc‖2
)
+ c
∥∥∥∥∇∂uc∂t
∥∥∥∥
2
+ ‖∇∆ϕc‖2
≤ c′‖f ′(u)∇u‖2 + c′′‖∇ϕc‖2.
✭✼✳✶✷✷✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✼✳✶✷✵✮ ❡t ✭✼✳✶✷✷✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
dV7
dt
+ cV7 + c
′
∥∥∥∥∂uc∂t
∥∥∥∥
2
H1
+
∥∥∥∥∂ϕc∂t
∥∥∥∥
2
H1
≤ c′′(‖uc‖qH1 + ‖(u0, ϕ0)‖
2
E + ‖f
′(u)∇u‖2) + c′′′, q ≥ 0,
✭✼✳✶✷✸✮
♦ù
V7 = V6 + ‖∆u
c‖2 + ‖∆ϕc‖2 + ‖∇∆ϕc‖2 ✭✼✳✶✷✹✮
s❛t✐s❢❛✐t
V7 ≥ c(‖u
c‖2H2 + ‖ϕ
c‖2H3). ✭✼✳✶✷✺✮
❉❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
‖f ′(u)∇u‖2L2(0,T ;L2(Ω)d) ≤ c(‖u‖
q
H1 + 1), q ≥ 0
≤ c(α2T + 1)Q(‖u0‖H1 , ‖ϕ0‖H2),
✭✼✳✶✷✻✮
✶✹✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♦ù Q ❡st ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❡s
✐♥é❣❛❧✐tés ✭✼✳✶✷✸✮ ❡t ✭✼✳✶✷✻✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡
dV7
dt
≤ c
(
‖uc‖qH1 + ‖(u0, ϕ0)‖
2
E + ‖f
′(u)∇u‖2
)
+ c′. ✭✼✳✶✷✼✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✼✳✶✷✼✮ ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✼✳✶✷✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
‖uc(t)‖2H2 + ‖ϕ
c(t)‖2H3 ≤c(α
2t+ 1)Q(‖u0‖H1 , ‖ϕ0‖H2)
+ c′(‖uc0‖
2
H2 + ‖ϕ
c
0‖
2
H3), t ≥ 0.
✭✼✳✶✷✽✮
▼❛✐s✱ ♦♥ ❛
‖uc0‖
2
H2 + ‖ϕ
c
0‖
2
H3 = ‖ < u0 > ‖
2 + ‖ < ϕ0 > ‖
2
≤ c(‖u0‖
2
H1 + ‖ϕ0‖
2
H2)
≤ cQ(‖u0‖H1 , ‖ϕ0‖H2).
✭✼✳✶✷✾✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✼✳✶✷✽✮✲✭✼✳✶✷✾✮ q✉❡
‖uc(t)‖2H2 + ‖ϕ
c(t)‖2H3 ≤ c(α
2T + 1)Q(‖u0‖H1 , ‖ϕ0‖H2). ✭✼✳✶✸✵✮
❆✐♥s✐✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r S2(t)(u0, ϕ0) := (u
c(t), ϕc(t)) ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❛✉
s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❑✉r❛t♦✇s❦✐✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❙♦✐t Bα ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ ❞❛♥s Eα ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
Xα :=
⋃
t≥t0
S(t)Bα, t0 = 1 + T (R),
‖(u0, ϕ0)‖ ≤ R✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ Xα q✉✐ ❡st
♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✉r S(t)✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❛✈éré❡✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❝❡t ❛ttr❛❝t❡✉r ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
q✉✐ s✉✐t✳
✼✳✸ ❆ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧s Mα ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t), t ≥ 0✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
é♥♦♥❝é ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✮✳
❖♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✺✳ ▲❡ s❡♠✐❣r♦✉♣ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮
❞é✜♥✐ ❞❡ Xα ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✸✳✻✳
✶✹✹
✼✳✸ ❆ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❙♦✐❡♥t (u1, ϕ1) ❡t (u2, ϕ2) ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✸✮ ❡t (u01, ϕ01) ❡t
(u02, ϕ02) ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Xα✳
❖♥ ♣♦s❡ (u, ϕ) = (u1 − u2, ϕ1 − ϕ2) ❡t (u0, ϕ0) = (u01 − u02, ϕ01 − ϕ02)✳
❆✐♥s✐✱ (u, ϕ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u1)− f(u2) = ϕ−∆ϕ, ✭✼✳✶✸✶✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
∂u
∂t
, ✭✼✳✶✸✷✮
∂u
∂ν
=
∂ϕ
∂ν
= 0 s✉r ∂Ω, ✭✼✳✶✸✸✮
(u(0), ϕ(0)) = (u0, ϕ0) = (u01 − u02, ϕ01 − ϕ02). ✭✼✳✶✸✹✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (u, ϕ) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
(u, ϕ) = (v, η) + (ω, ξ),
♦ù (v, η) ❡t (ω, ξ) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
∂v
∂t
−∆v = η −∆η, ✭✼✳✶✸✺✮
∂η
∂t
−∆
∂η
∂t
−∆η = −
∂v
∂t
, ✭✼✳✶✸✻✮
∂v
∂ν
=
∂η
∂ν
= 0 s✉r ∂Ω, ✭✼✳✶✸✼✮
v(0) = u0− < u0 >, η(0) = ϕ0− < ϕ0 > ✭✼✳✶✸✽✮
❡t
∂ω
∂t
−∆ω + f(u1)− f(u2) = ξ −∆ξ, ✭✼✳✶✸✾✮
∂ξ
∂t
−∆
∂ξ
∂t
−∆ξ = −
∂ω
∂t
, ✭✼✳✶✹✵✮
∂ω
∂ν
=
∂ξ
∂ν
= 0 s✉r ∂Ω, ✭✼✳✶✹✶✮
ω(0) =< u0 >, ξ(0) =< ϕ0 >, ✭✼✳✶✹✷✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ r❡♣ét❛♥t ♣♦✉r ✭✼✳✶✸✺✮✲✭✼✳✶✸✽✮ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t
à ✭✼✳✾✾✮✱ ♦♥ é❝r✐t ❛❧♦rs
dV8
dt
+ cV8 + c
′
(∥∥∥∥∂v∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∂η∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂η∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ 0, ✭✼✳✶✹✸✮
♦ù
V8 = ǫ1‖v‖
2 + ‖∇v‖2 + ‖η‖2 + 3‖∇η‖2 + ‖∆η‖2 ✭✼✳✶✹✹✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖v‖2H1 + ‖η‖
2
H2) ≤ V8 ≤ c
′(‖v‖2H1 + ‖η‖
2
H2). ✭✼✳✶✹✺✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
dV8
dt
+ cV8 ≤ 0. ✭✼✳✶✹✻✮
✶✹✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡
‖v(t)‖2H1 + ‖η(t)‖
2
H2 ≤ d(t)(‖u0‖
2
H1 + ‖ϕ0‖
2
H2), ✭✼✳✶✹✼✮
♦ù d(t) = e−ct ❡t t ≥ 0✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ d(t)→ 0 ❧♦rsq✉❡ t→∞✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✶✸✾✮✲✭✼✳✶✹✷✮✳ ▼✉❧t✐♣❧✐♦♥s ✭✼✳✶✸✾✮ ♣❛r ∂ω
∂t
✳
❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇ω‖2 +
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂ω
∂t
dx+
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
= (
∂ω
∂t
, ξ −∆ξ). ✭✼✳✶✹✽✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✶✹✵✮ ♣❛r ξ −∆ξ ❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖ξ‖2 + 2‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2) + ‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2 = −(
∂ω
∂t
, ξ −∆ξ). ✭✼✳✶✹✾✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✼✳✶✹✽✮ ❡t ✭✼✳✶✹✾✮✱ ♦♥ é❝r✐t
d
dt
(
‖∇ω‖2 + ‖ξ‖2 + 2‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2
)
+ 2(‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2)
+ 2
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
= −2
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂ω
∂t
dx.
✭✼✳✶✺✵✮
●râ❝❡ à ✭✼✳✼✮✱ ♦♥ é❝r✐t∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂ω
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤
∫
Ω
|f(u1)− f(u2)|
∣∣∣∣∂ω∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p−2 + |u2|
2p−2 + 1)|u|
∣∣∣∣∂ω∂t
∣∣∣∣ dx.
✭✼✳✶✺✶✮
❙✐ d ≤ 2✱ ❛❧♦rs∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂ω
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u1‖2(p−1)H1 + ‖u2‖2(p−1)H1 + 1)‖u‖H1
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥ .
❙✐ d = 3✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t p = 2✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂ω
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u1‖2H1 + ‖u2‖2H1 + 1)‖u‖H1
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥ .
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
d
dt
(
‖∇ω‖2 + ‖ξ‖2 + 2‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2
)
+ 2(‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2) + 2
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u1‖
r1
H1 + ‖u2‖
r1
H1 + 1)‖u‖H1
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥ , r1 ≥ 0.
✭✼✳✶✺✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✶✸✾✮ ♣❛r ω ❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖ω‖2 + ‖∇ω‖2 +
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))ωdx = (ξ, ω) + (∇ξ,∇ω). ✭✼✳✶✺✸✮
✶✹✻
✼✳✸ ❆ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s
P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✭✼✳✶✺✶✮✱∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))ωdx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u1|
2(p−1) + |u2|
2(p−1) + 1)|u||ω|dx. ✭✼✳✶✺✹✮
P♦✉r d ≤ 2✱ ♣♦✉r t♦✉t p✱ ♦♥ ❛∫
Ω
|ui|
2p−2|u||ω|dx ≤ c‖ui‖
2p−2
H1 ‖u‖H1‖ω‖, i = 1, 2.
P♦✉r d = 3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r p = 2✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∫
Ω
|ui|
2|u||ω|dx ≤ c‖ui‖
2
H1‖u‖H1‖ω‖, i = 1, 2.
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
d
dt
‖ω‖2 + ‖∇ω‖2
≤ c(‖u1‖
r2
H1 + ‖u2‖
r2
H1 + 1)‖u‖H1‖ω‖+ 2(ξ, ω) + ‖∇ξ‖
2, r2 ≥ 0.
✭✼✳✶✺✺✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣
❡♥tr❛î♥❡♥t
2(ω, ξ) ≤ 2ǫC(Ω)‖∇ω‖2 + 2cǫC(Ω)‖∇ξ‖
2 + 2|Ω| < ω >< ξ > . ✭✼✳✶✺✻✮
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
d
dt
‖ω‖2 + ‖∇ω‖2
≤ c(‖u1‖
r2
H1 + ‖u2‖
r2
H1 + 1)(‖u1‖H2 + ‖u2‖H2 + 1)‖u‖H1‖ω‖
+ 2ǫC(Ω)‖∇ω‖2 + (1 + 2cǫC(Ω))‖∇ξ‖
2 + 2|Ω| < ω >< ξ > .
✭✼✳✶✺✼✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ǫ < ω + ξ >2 à ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✼✳✶✺✼✮ ❡t ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ǫ = 1
4C(Ω)
✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
d
dt
‖ω‖2 + c(< ω >2 +‖∇ω‖2+ < ξ >2)
≤ c(‖u1‖
r′2
H1 + ‖u2‖
r′2
H1 + 1)‖u‖
2
H1 + c
′′‖∇ξ‖2 + C < ω + ξ >2, r′2 ≥ 0.
✭✼✳✶✺✽✮
▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✼✳✶✺✷✮ ❡t ǫ6✭✼✳✶✺✽✮✱ ♦ù ǫ6 > 0 ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❞♦♥♥❡
dV9
dt
+ cǫ6(< ω >
2 +‖∇ω‖2+ < ξ >2) + 2(‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2) +
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′(‖u1‖
r
H1 + ‖u2‖
r
H1 + 1)‖u‖
2
H1 + c
′′ǫ6‖∇ξ‖
2 + C < ω + ξ >2, r ≥ 0,
✭✼✳✶✺✾✮
♦ù
V9 = ǫ6‖ω‖
2 + ‖∇ω‖2 + ‖ξ‖2 + 2‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2 ✭✼✳✶✻✵✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖ω‖2H1 + ‖ξ‖
2
H2) ≤ V8 ≤ c
′(‖ω‖2H1 + ‖ξ‖
2
H2). ✭✼✳✶✻✶✮
✶✹✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ǫ6 > 0 t❡❧ q✉❡ 2− c
′′ǫ6 > 0✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
dV9
dt
+ cV9 +
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′(‖u1‖
r
H1 + ‖u2‖
r
H1 + 1)‖u‖
2
H1 + C < ω + ξ >
2, r ≥ 0.
✭✼✳✶✻✷✮
▼✉❧t✐♣❧✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✼✳✶✸✾✮ ♣❛r −∆ω✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇ω‖2 + ‖∆ω‖2 −
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))∆ωdx
= (∇ξ,∇ω) + (∆ξ,∆ω).
✭✼✳✶✻✸✮
❖♥ ❛∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))∆ωdx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p−2 + |u2|
2p−2 + 1)|u||∆ω|dx. ✭✼✳✶✻✹✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s d = 3 ❡t p = 2 ✭❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✮✳ ❖♥
❛✱ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱∫
Ω
(|u1|
2 + |u2|
2 + 1)|u||∆ω|dx ≤ c(‖u1‖
2
H1 + ‖u2‖
2
H1 + 1)‖u‖H1‖∆ω‖
❡t ♦♥ ❛rr✐✈❡ ❛❧♦rs à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
d
dt
‖∇ω‖2 + ‖∆ω‖2
≤ c′(‖∇ξ‖2 + ‖∆ξ‖2) + c′′(‖u1‖
q1
H1 + ‖u2‖
q1
H1 + 1)‖u‖
2
H1 , q1 ≥ 0.
✭✼✳✶✻✺✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✭✼✳✶✻✷✮ ❡t ǫ7✭✼✳✶✻✺✮✱ ǫ7 > 0 ♣❡t✐t✱
dV10
dt
+ cV10 + c
′‖∆ω‖2 +
∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′′(‖u1‖
q′1
H1 + ‖u2‖
q′1
H1 + 1)‖u‖
2
H1 + C < ω + ξ >
2, q′1 ≥ 0,
✭✼✳✶✻✻✮
♦ù
V10 = V9 + ǫ7‖∇ω‖
2 ✭✼✳✶✻✼✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖ω‖2H1 + ‖ξ‖
2
H2) ≤ V10 ≤ c
′(‖ω‖2H1 + ‖ξ‖
2
H2). ✭✼✳✶✻✽✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✼✳✶✸✾✮ ♣❛r −∆∂ω
∂t
❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖∆ω‖2 +
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
(f ′(u1)∇u1 − f
′(u2)∇u2)∇
∂ω
∂t
dx
= (∇ξ,∇
∂ω
∂t
)− (∇∆ξ,∇
∂ω
∂t
).
✭✼✳✶✻✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✼✳✶✹✵✮ ♣❛r ∆2ξ ❡t ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(‖∆ξ‖2 + ‖∇∆ξ‖2) + ‖∇∆ξ‖2 = (∇∆ξ,∇
∂ω
∂t
). ✭✼✳✶✼✵✮
✶✹✽
✼✳✸ ❆ttr❛❝t❡✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✭✼✳✶✻✾✮ ❡t ✭✼✳✶✼✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
‖∆ω‖2 + ‖∆ξ‖2 + ‖∇∆ξ‖2
)
+ ‖∇∆ξ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
= −
∫
Ω
(f ′(u1)∇u1 − f
′(u2)∇u2)∇
∂ω
∂t
dx+ (∇ξ,∇
∂ω
∂t
).
✭✼✳✶✼✶✮
❖♥ ❛
f ′(u1)∇u1 − f
′(u2)∇u2 = (f
′(u1)− f
′(u2))∇u1 + f
′(u2)∇u
❡t ❞♦♥❝ ∣∣∣∣
∫
Ω
(f ′(u1)∇u1 − f
′(u2)∇u2)∇
∂ω
∂t
dx
∣∣∣∣
≤
∫
Ω
|f ′(u1)− f
′(u2)||∇u1|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx+
∫
Ω
|f ′(u2)||∇u|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx.
❖♥ é❝r✐t ❣râ❝❡ à ✭✼✳✼✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∫
Ω
|f ′(u1)− f
′(u2)||∇u1|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c
∫
Ω
(|u1|
2p−3 + |u2|
2p−3 + 1)|u||∇u1|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u1‖
2p−3
L∞ + ‖u2‖
2p−3
L∞ + 1)‖u‖H1‖u1‖H2
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
≤ c(‖u1‖
2p−3
H2 + ‖u2‖
2p−3
H2 + 1)‖u‖H1‖u1‖H2
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥ .
❉❡ ♣❧✉s✱ ❣râ❝❡ à ✭✼✳✼✮✱∫
Ω
|f ′(u2)||∇u|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c
∫
Ω
(|u2|
2p−2 + 1)|∇u|
∣∣∣∣∇∂ω∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u2‖
2p−2
H2 + 1)‖u‖H1
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥ .
❖♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡
d
dt
(
‖∆ω‖2 + ‖∆ξ‖2 + ‖∇∆ξ‖2
)
+ c(‖∇∆ξ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2
)
≤ c(‖u1‖
q2
H2 + ‖u2‖
q2
H2 + 1)‖u‖
2
H1 , q2 ≥ 0.
✭✼✳✶✼✷✮
▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✼✳✶✻✻✮ ❡t ✭✼✳✶✼✷✮✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
dV11
dt
+ cV11 + c
′
(∥∥∥∥∂ω∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ω∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ c′′(‖u1‖
q
H2 + ‖u2‖
q
H2 + 1)‖u‖
2
H1 + C < ω + ξ >
2, q ≥ 0,
✭✼✳✶✼✸✮
♦ù
V11 = V10 + ‖∆ω‖
2 + ‖∆ξ‖2 + ‖∇∆ξ‖2 ✭✼✳✶✼✹✮
✶✹✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖ω‖2H2 + ‖ξ‖
2
H3) ≤ V11 ≤ c
′(‖ω‖2H2 + ‖ξ‖
2
H3). ✭✼✳✶✼✺✮
P❛rt❛♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✭✼✳✻✺✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡
‖u‖2H1 ≤ Q(‖u0‖H1 , ‖ϕ0‖H2)
❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡
< ω + ξ >2 =< ω0 + ξ0 >
2
=< u0 + ϕ0 >
2≤ Q(‖u0‖H1 , ‖ϕ0‖H2),
♦ù Q ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
✭✼✳✶✼✸✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞♦♥♥❡♥t
‖ω‖2H2 + ‖ξ‖
2
H3 ≤ h(t)Q(‖u0‖H1 , ‖ϕ0‖H2), ✭✼✳✶✼✻✮
♦ù
h(t) := c′
∫ t
0
e−c(t−s)(‖u1(s)‖
q
H2 + ‖u2(s)‖
q
H2 + 1)ds. ✭✼✳✶✼✼✮

❖♥ ❛ ❧❡
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮ ❡st ▲✐♣✲
s❝❤✐t③ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❍ö❧❞❡r ❡♥ t❡♠♣s s✉r [0, T ]×B✱ ♦ù B ⊂ W ∩ Eα ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❜♦r♥é✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✮✱ ✐❧ r❡st❡ à
♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❍ö❧❞ér✐❡♥♥❡ ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳
❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✼✳✺✾✮ ❡t ✭✼✳✻✷✮✱
‖S(t1)(u0, ϕ0)− S(t2)(u0, ϕ0)‖E
= ‖(u(t1)− u(t2), ϕ(t1)− ϕ(t2))‖E
= ‖u(t1)− u(t2)‖H1 + ‖ϕ(t1)− ϕ(t2)‖H2
≤
∫ t1
t2
∥∥∥∥∂u∂t (τ)
∥∥∥∥
H1
dτ +
∫ t1
t2
∥∥∥∥∂ϕ∂t (τ)
∥∥∥∥
H2
dτ
≤ c|t1 − t2|
1/2,
♦ù c > 0 ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ T > 0 ❡t ❞✉ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s W ∩ Eα✱ ❝❡❧❛
❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✺ ❡t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✻✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ (S(t),Xα) ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✮✲✭✼✳✹✮
♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ Mα ❞❛♥s Xα✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✹✳ ✭❛✮ ▲✬❛ttr❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧Mα ét❛♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t Aα ⊂
Mα✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ Aα ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳
✭❜✮ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥
❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❡①✐st❡♥t ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳
✶✺✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✽
▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡
❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ♥♦♥ ❧✐♥ér❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à
tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✾❪✮ ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u) = g(u)(ϕ−∆ϕ), ✭✽✳✶✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −g(u)
∂u
∂t
, ✭✽✳✷✮
u = ϕ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✽✳✸✮
u|t=0 = u0, ϕ|t=0 = ϕ0. ✭✽✳✹✮
◆♦✉s s✉✐✈r♦♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱
❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐
❛✈❛♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐✱
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳
❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ✕ ❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
g ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1, ✭✽✳✺✮
|g(s)s| ≤ c4(|G(s)|+ 1), c4 ≥ 0, s ∈ R, ✭✽✳✻✮
|g(s)| ≤ c5(|s|+ 1), c5 ≥ 0, s ∈ R, ✭✽✳✼✮
|g′(s)| ≤ c6, c6 ≥ 0, s ∈ R, ✭✽✳✽✮
|G(s)|2 ≤ ǫF (s) + cǫ, ∀ ǫ > 0, s ∈ R, ✭✽✳✾✮
♦ù G(s) =
∫ s
0
g(t)dt✳
✽✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥s à ♣r✐♦r✐
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✽✳✶✮ ♣❛r ∂u
∂t
✳ ❖♥ ❛
✶✺✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
1
2
d
dt
(
‖∇u‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx
)
+
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
=
∫
Ω
g(u)(ϕ−∆ϕ)
∂u
∂t
dx. ✭✽✳✶✵✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✽✳✷✮ ♣❛r ϕ−∆ϕ✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖ϕ‖2+2‖∇ϕ‖2+‖∆ϕ‖2
)
+‖∇ϕ‖2+‖∆ϕ‖2 = −
∫
Ω
g(u)(ϕ−∆ϕ)
∂u
∂t
dx. ✭✽✳✶✶✮
❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✽✳✶✵✮ ❡t ✭✽✳✶✶✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r
d
dt
(
‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx
)
2
(
‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2 )
= 0.
✭✽✳✶✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✽✳✶✮ ♣❛r u✳ ❖♥ ❛
1
2
d
dt
‖um‖
2 + ‖∇um‖
2 +
∫
Ω
f(um)umdx =
∫
Ω
g(um)um(ϕm −∆ϕm)dx.
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✻✳✼✮ ❡t ✭✽✳✻✮ ❞♦♥♥❡♥t✱
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + c
∫
Ω
F (u)dx ≤ c′
∫
Ω
|G(u)|2dx+ ‖∆ϕ‖2 + c′′.
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✽✳✾✮✱
1
2
d
dt
‖u‖2 + ‖∇u‖2 + c
∫
Ω
F (u)dx ≤ ǫc′
∫
Ω
F (u)dx+ ‖∆ϕ‖2 + c′′. ✭✽✳✶✸✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ǫ > 0 t❡❧ q✉❡ c− ǫc′ > 0✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à
d
dt
‖u‖2 + 2‖∇u‖2 + 2c
∫
Ω
F (u)dx ≤ c′‖∆ϕ‖2 + c′′. ✭✽✳✶✹✮
❖♥ s♦♠♠❡ à ♣rés❡♥t ✭✽✳✶✷✮ ❡t ǫ1✭✽✳✶✹✮✱ ♦ù ǫ1 > 0 ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
dV1
dt
+ 2ǫ1(‖∇u‖
2 + c
∫
Ω
F (u)dx) + 2
(
‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2 )
≤ ǫ1c
′‖∆ϕ‖2 + c′′,
✭✽✳✶✺✮
♦ù
V1 = ǫ1‖u‖
2 + ‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx ✭✽✳✶✻✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖u‖2H10
+ ‖ϕ‖2H2)− c
′′ ≤ V1 ≤ c
′(‖u‖2H10
+ ‖ϕ‖2H2) + c
′′. ✭✽✳✶✼✮
✶✺✷
✽✳✷ ❈❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
P♦✉r ǫ1 > 0 ♣r✐s t❡❧ q✉❡ 2− ǫ1c
′ > 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
dV1
dt
+ cV1 + c
′
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′′. ✭✽✳✶✽✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✽✳✷✮ ♣❛r ∂ϕ
∂t
✳ ❖♥ ❛ ❣râ❝❡ à ✭✽✳✼✮✱
1
2
d
dt
‖∇ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c
∫
Ω
(|u|+ 1)
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣
∣∣∣∣∂ϕ∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u‖2L4 + 1)
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
1
2
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
,
❞✬♦ù
d
dt
‖∇ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u‖2H10
+ 1)
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✽✳✶✾✮
✽✳✷ ❈❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✻✳✼✮✲✭✻✳✽✮ ❡t ✭✽✳✺✮✲✭✽✳✾✮ ✈r❛✐❡s✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u0, ϕ0) ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à H10 (Ω) × H
2(Ω) ∩ H10 (Ω) ❡t
F (u0) < ∞✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✽✳✶✮✲✭✽✳✹✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u, ϕ) t❡❧❧❡ q✉❡
(u, ϕ) ∈ L∞(0, T ;H10 (Ω)×H
2(Ω) ∩H10 (Ω)) ❡t
(
∂u
∂t
, ∂ϕ
∂t
)
∈ L2(0, T ;L2(Ω)×H10 (Ω))✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
|g(s)| ≤ c, c ≥ 0, s ∈ R. ✭✽✳✷✵✮
❖♥ ❛ ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡s ✽✳✶ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✭✽✳✷✵✮ s❛t✐s✲
❢❛✐t❡✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s u ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H10 (Ω))✱ ∀ T > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✽✳✶✮ ♣❛r −∆u✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 +
∫
Ω
f(u)udx = −
∫
Ω
g(u)(ϕ−∆ϕ)∆udx,
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❣râ❝❡ à ✭✻✳✼✮ ❡t ✭✽✳✷✵✮✱
d
dt
‖∇u‖2 + ‖∆u‖2 ≤ c‖∇u‖2 + c′‖∆ϕ‖2 + c′′, ✭✽✳✷✶✮
❞✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡
✶✺✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷ ✈ér✐✜é❡s ❛✈❡❝ p ∈ [0, 1]
❧♦rsq✉❡ d = 3 ❞❛♥s ✭✻✳✽✮✳ ❆❧♦rs s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s (u0, ϕ0) s♦♥t ♣r✐s❡s ❞❛♥s
H2(Ω)∩H10 (Ω)×H
3(Ω)∩H10 (Ω)✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s u ∈ L
∞(0, T ;H2(Ω)∩H10 (Ω))✱
∂u
∂t
∈
L2(0, T ;H10 (Ω))✱ ϕ ∈ L
∞(0, T ;H3(Ω) ∩ H10 (Ω)) ❡t
∂ϕ
∂t
∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩ H10 (Ω))✱
∀ T > 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✽✳✶✮ ♣❛r −∆∂u
∂t
✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
‖∆u‖2 +
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f ′(u)∇u∇
∂u
∂t
dx
= −
∫
Ω
g(u)ϕ∆
∂u
∂t
dx+
∫
Ω
g(u)∆ϕ∆
∂u
∂t
dx.
✭✽✳✷✷✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✽✳✷✮ ♣❛r ∆2ϕ✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2
)
+ ‖∇∆ϕ‖2 = −
∫
Ω
g(u)
∂u
∂t
∆2ϕdx. ✭✽✳✷✸✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✭✽✳✷✷✮ ❡t ✭✽✳✷✸✮✱ ♦♥ ❛
1
2
d
dt
(
‖∆u‖2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2
)
+ ‖∇∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f ′(u)∇u∇
∂u
∂t
dx
= −
∫
Ω
g(u)ϕ∆
∂u
∂t
dx+
∫
Ω
g(u)∆ϕ∆
∂u
∂t
dx−
∫
Ω
g(u)
∂u
∂t
∆2ϕdx.
✭✽✳✷✹✮
❖♥ ❛ ∫
Ω
g(u)∆ϕ∆
∂u
∂t
dx =−
∫
Ω
g′(u)∇u.∆ϕ∇
∂u
∂t
dx+
∫
Ω
g′(u)∇u.∇∆ϕ
∂u
∂t
+
∫
Ω
g(u)∆2ϕ
∂u
∂t
dx,
❞♦♥❝✱
1
2
d
dt
(
‖∆u‖2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2
)
+ ‖∇∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
+
∫
Ω
f ′(u)∇u∇
∂u
∂t
dx
= −
∫
Ω
g(u)ϕ∆
∂u
∂t
dx−
∫
Ω
g′(u)∇u.∆ϕ∇
∂u
∂t
dx+
∫
Ω
g′(u)∇u.∇∆ϕ
∂u
∂t
dx.
✭✽✳✷✺✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞❡ ✭✻✳✽✮✱∣∣∣∣
∫
Ω
f ′(u)∇u∇
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
(|u|2p + 1)|∇u|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx,
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s d = 3 ❡t p = 1 ✭❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✮✳
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r q✉❡∣∣∣∣
∫
Ω
(|u|2 + 1)|∇u|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx
∣∣∣∣ ≤ c(‖u‖2H1 + 1)‖u‖H2
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ . ✭✽✳✷✻✮
✶✺✹
✽✳✷ ❈❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❉❡ ♣❧✉s✱
−
∫
Ω
g(u)ϕ∆
∂u
∂t
dx =
∫
Ω
g′(u)∇uϕ∇
∂u
∂t
dx+
∫
Ω
g(u)∇ϕ.∇
∂u
∂t
dx,
❛❧♦rs∣∣∣∣
∫
Ω
g(u)ϕ∆
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤
∫
Ω
|g′(u)||∇u||ϕ|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx+
∫
Ω
|g(u)||∇ϕ|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx.
❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✽✳✽✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∫
Ω
|g′(u)||∇u||ϕ|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c
∫
Ω
|∇u||ϕ|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c‖u‖H2‖∇ϕ‖
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ .
✭✽✳✷✼✮
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✽✳✼✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r q✉❡∫
Ω
|g(u)||∇ϕ|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx ≤ c
∫
Ω
(|u|+ 1)|∇ϕ|
∣∣∣∣∇∂u∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c(‖u‖H1 + 1)‖∆ϕ‖
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ .
✭✽✳✷✽✮
❊♥✜♥✱ ❣râ❝❡ à ✭✽✳✽✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱∣∣∣∣
∫
Ω
g′(u)∇u.∆ϕ∇
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c‖u‖H2‖∇∆ϕ‖
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ ✭✽✳✷✾✮
❡t ∣∣∣∣
∫
Ω
g′(u)∇u.∇∆ϕ
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c‖u‖H2‖∇∆ϕ‖
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥ . ✭✽✳✸✵✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❞❡ ✭✽✳✷✺✮✲✭✽✳✸✵✮ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
d
dt
(
‖∆u‖2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2
)
+ ‖∇∆ϕ‖2 + c
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′‖u‖2H2(‖u‖
q
H1 + 1)(‖∇ϕ‖
2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2 + 1), q ≥ 0.
✭✽✳✸✶✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✽✳✶✽✮✱ ǫ2✭✽✳✷✶✮ ❡t ✭✽✳✸✶✮✱ ♦ù ǫ2 > 0 ❡st ❛ss❡③
♣❡t✐t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
dV2
dt
+ c
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′‖u‖2H2(‖u‖
q
H1 + 1)(V2 + 1), ✭✽✳✸✷✮
♦ù
V2 = V1 + ǫ2‖∇u‖
2 + ‖∆u‖2 + ‖∆ϕ‖2 + ‖∇∆ϕ‖2 ✭✽✳✸✸✮
s❛t✐s❢❛✐t
c(‖u‖2H2 + ‖ϕ‖
2
H3) + c
′′ ≤ V2 ≤ c
′(‖u‖2H2 + ‖ϕ‖
2
H3) + c
′′. ✭✽✳✸✹✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥✜♥ ✭✽✳✷✮ −∆∂ϕ
∂t
✳ ❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✽✳✼✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r
d
dt
‖∇ϕ‖2 +
∥∥∥∥∇∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
+
∥∥∥∥∆∂ϕ∂t
∥∥∥∥
2
≤ c(‖u‖2H1 + 1)
∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
2
. ✭✽✳✸✺✮
✶✺✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✽✳✸✹✮✱ ✭✽✳✸✺✮ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✹✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶ ❛✈❡❝ p ≤ 1 ❧♦rsq✉❡ d = 3 ❞❛♥s
✭✻✳✽✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✽✳✶✮✲✭✽✳✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❣✉❧❛r✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✽✳✶✮✲✭✽✳✸✮ q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦t❡ (u1, ϕ1) ❡t (u2, ϕ2)✱ (u01, ϕ01) ❡t (u02, ϕ02) ét❛♥t ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❖♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
(u, ϕ) = (u1 − u2, ϕ1 − ϕ2) ❡t (u0, ϕ0) = (u01 − u02, ϕ01 − ϕ02).
❆❧♦rs ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (u, ϕ) s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
∂u
∂t
−∆u+ f(u1)− f(u2)
= −
(
g(u1)− g(u2)
)
(ϕ1 −∆ϕ1) + g(u2)(ϕ−∆ϕ),
✭✽✳✸✻✮
∂ϕ
∂t
−∆
∂ϕ
∂t
−∆ϕ = −
(
g(u1)− g(u2)
)∂u1
∂t
− g(u2)
∂u
∂t
, ✭✽✳✸✼✮
u = ϕ = 0 s✉r ∂Ω, ✭✽✳✸✽✮
(u(0), ϕ(0)) = (u0, ϕ0). ✭✽✳✸✾✮
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✽✳✸✻✮ ♣❛r ∂u
∂t
♣✉✐s ✭✽✳✸✼✮ ♣❛r ϕ − ∆ϕ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡
d
dt
(
‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
)
+ 2
(
‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 +
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2 )
2
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx
= 2
∫
Ω
(
g(u1)− g(u2)
)[
(ϕ1 −∆ϕ1)
∂u
∂t
+ (ϕ−∆ϕ)
∂u1
∂t
]
dx.
✭✽✳✹✵✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s d = 3 ❡t p = 1 ✭❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✮✳
❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✻✳✽✮✱ ∣∣∣∣
∫
Ω
(f(u1)− f(u2))
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣
≤ c(‖u1‖
4
H1 + ‖u2‖
4
H1 + 1)‖u‖
2
H1 +
1
4
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2 ✭✽✳✹✶✮
❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✽✳✽✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r∣∣∣∣
∫
Ω
(
g(u1)− g(u2)
)
(ϕ1 −∆ϕ1)
∂u
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
|u|(|ϕ1|+ |∆ϕ1|)
∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c‖u‖2H1‖∇∆ϕ1‖
2 +
1
4
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2 ✭✽✳✹✷✮
✶✺✻
✽✳✸ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❛❜s♦r❜❛♥ts
❡t ∣∣∣∣
∫
Ω
(
g(u1)− g(u2)
)
(ϕ−∆ϕ)
∂u1
∂t
dx
∣∣∣∣ ≤ c
∫
Ω
|u|(|ϕ|+ |∆ϕ|)
∣∣∣∣∂u1∂t
∣∣∣∣ dx
≤ c‖u‖2H1
∥∥∥∥∇∂u1∂t
∥∥∥∥
2
+ c′‖∆ϕ‖2.
✭✽✳✹✸✮
❆✐♥s✐✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ✭✽✳✹✶✮✲✭✽✳✹✸✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✵✮ s✬é❝r✐t
dE
dt
≤ c
(
‖u1‖
q
H1 + ‖u2‖
q
H1 + ‖ϕ1‖
2
H3 +
∥∥∥∥∇∂u1∂t
∥∥∥∥
2
+ 1
)
E, q ≥ 0, ✭✽✳✹✹✮
♦ù
E = ‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2
s❛t✐s❢❛✐t
‖u‖2H1 + ‖ϕ‖
2
H2 ≤ E ≤ 2(‖u‖
2
H1 + ‖ϕ‖
2
H2),
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✶✳ ▲❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✽✳✶ ❡t ✽✳✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
❝♦♥t✐♥✉ S(t)✱ t ≥ 0✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
S(t) : Φ := H10 (Ω)×H
2(Ω) ∩H10 (Ω)→ Φ
(u0, ϕ0) 7→ (u(t), ϕ(t)), ∀ t ≥ 0,
♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (u, ϕ) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✽✳✸ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❛❜s♦r❜❛♥ts
❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✺✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✽✳✶✮✲✭✽✳✹✮
♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❇0 ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
∀ B ⊂ Φ ❜♦r♥é , ∃ t0 = t0(B) t❡❧ q✉❡ t ≥ t0 ✐♠♣❧✐q✉❡ S(t)B ⊂ ❇0.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✽✮ q✉❡ ❧✬♦♥ réé❝r✐t ✐❝✐✱
dV1
dt
+ cV1 + c
′
∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
2
≤ c′′, ✭✽✳✹✺✮
♦ù
V1 = ǫ1‖u‖
2 + ‖∇u‖2 + ‖ϕ‖2 + 2‖∇ϕ‖2 + ‖∆ϕ‖2 + 2
∫
Ω
F (u)dx ✭✽✳✹✻✮
s❛t✐s❢❛✐t
✶✺✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
c(‖u‖2H10
+ ‖ϕ‖2H2) ≤ V1 ≤ c
′(‖u‖2H10
+ ‖ϕ‖2H2). ✭✽✳✹✼✮
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ Φ✱ ❞✐s♦♥s✱ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥
R > 0 ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ✭✽✳✹✻✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
‖u(t)‖2H10
+ ‖ϕ(t)‖2H2 ≤ e
−ctc(R) + c′. ✭✽✳✹✽✮
P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛
lim
t→∞
sup{‖u(t)‖2H10
+ ‖ϕ(t)‖2H2} = c
′
❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ρ0 > c
′✱ ♦♥ ❛
‖u(t)‖2H10
+ ‖ϕ(t)‖2H2 ≤ ρ0, ∀ t ≥ t0,
♦ù t0 = max{0,−
1
c′
log
(
ρ0−c′
c(R)
)
}✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡
Φ1 := H
2(Ω) ∩H10 (Ω)×H
3(Ω) ∩H10 (Ω).
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✻✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✽✳✶✮✲✭✽✳✹✮ ❡st ❞✐ss✐♣❛t✐❢
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡r Φ1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ S(t)✱ t ≥ 0✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❇1 ❞❛♥s Φ1✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐ s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✽✳✷✶✮✱ ✭✽✳✸✶✮✱ ✭✽✳✸✷✮ ❡t ✭✽✳✸✹✮✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✽✳✺ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✺✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✽✳✷✶✮ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡∫ t+r
t
‖∆u(s)‖2ds ≤ c(r), ∀ t ≥ t0, ∀ r > 0. ✭✽✳✹✾✮
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✽✳✸✶✮ ❞♦♥♥❡✱ ❣râ❝❡ à ✭✽✳✸✹✮ ❡t ✭✽✳✹✾✮✱∫ t+r
t
‖∇∆ϕ(s)‖2ds ≤ c′(r), ∀ t ≥ t0 + r. ✭✽✳✺✵✮
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ✭✽✳✸✷✮ ❞♦♥♥❡
‖u(t)‖2H2 + ‖ϕ(t)‖
2
H3 ≤ c, ∀ t ≥ t1, ✭✽✳✺✶✮
♦ù t1 = t0 + 2r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✷✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ g✱ g′′✱ ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❛❧♦rs ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✱ ♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s ✭✈♦✐r ❬✻✼❪
❡t ❬✷✸❪✱ ❝❢✳ ❛✉ss✐ ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✻✮ q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r
❣❧♦❜❛❧ A✳
✶✺✽
✽✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✽✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ✈♦❧♦♥té ❞✬ét❡♥❞r❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts à ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ♥♦♥ ❜♦r♥és✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❛♥s ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ R = (0,+∞)×D✱ ♦ù D ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r
❞❡ Rd−1✱ d ét❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✽✳✶✮✲✭✽✳✷✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ R✱ ❛✈❡❝ d = 3✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥
❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
u = ϕ = 0 s✉r (0,+∞)× ∂D × (0, T ), ✭✽✳✺✷✮
u(0, x2, x3, t) = h(x2, x3, t), ϕ(0, x2, x3, t) = l(x2, x3, t) s✉r {0} ×D × (0, T ), ✭✽✳✺✸✮
♦ù T > 0 ❡st ✉♥ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱
u|t=0 = ϕt=0 = 0 s✉r R. ✭✽✳✺✹✮
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❢❛✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❖♥ ♣♦s❡
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
Fω(z, t) =
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)
(
usu,1 + ϕ(ϕ,1 + ϕ,1s) + ϕsϕ,1
)
dads, ✭✽✳✺✺✮
♦♥ ❛
Fω(z + h, t)− Fω(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
(|∇u|2 + 2F (u))dx
+
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
(|ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds.
✭✽✳✺✻✮
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡
∂Fω
∂z
(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
D(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)da
+
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dads
+
ω
2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dads.
✭✽✳✺✼✮
✶✺✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r✱
Gω(z, t) =
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)
(
usu,1 + ϕ(θ,1 + ϕ,1s)
)
dads ✭✽✳✺✽✮
❡t
Gω(z + h, t)−Gω(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
R(z,z+h)
(|u|2 + |∇θ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(z,z+h)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dxds.
✭✽✳✺✾✮
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞♦♥♥❡
∂Gω
∂z
(z, t)
=
exp(−ωt)
2
∫
D(z)
(|u|2 + |∇θ|2)da
+
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ g(u)u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dads
+
ω
2
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dads
+
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(G(u)− g(u)u)ϕdads.
✭✽✳✻✵✮
❖♥ ❝❤♦✐s✐t τ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡
2F (u) + τu2 ≥ C1u
2, C1 > 0.
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
ω(F (u) +
τ
2
|u|2) + τf(u)u+ τ(G(u)− g(u)u)ϕ+
ω
2
|ϕ|2. ✭✽✳✻✶✮
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ G(s) − g(s)s ≤ c(|s|k+2 + s2) ✭✈♦✐r ❬✷✾❪✮✳ ▲♦rsq✉❡ τ ❡st ❛ss❡③
❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛ F (u) + τ
2
|u|2 ≥ C2(|u|
k+2 + u2), C2 > 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ω ≫ τ ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡
ω(F (u) +
τ
2
|u|2) + τf(u)u+ τ(G(u)− g(u)u)ϕ+
ω
2
|ϕ|2
≥ C3(|u|
2 + |ϕ|2 + |∆ϕ|2), C3 > 0.
✭✽✳✻✷✮
❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Hω = Fω + τGω ✭✽✳✻✸✮
✶✻✵
✽✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
∂Hω
∂z
(z, t)
≥ C4
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |us|
2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2 + |∇θ|2)dads.
✭✽✳✻✹✮
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡r❛ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ |Hω| ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡
|Fω|
≤ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2sdads)
1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1sdads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2sdads)
1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1dads)
1/2
≤ C5
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + |us|
2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2 + |ϕs|
2 + |∇ϕs|
2)dads,
✭✽✳✻✺✮
♦ù C5 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥
❛
|Gω|
≤ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)u2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2dads)1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)θ2,1dads)
1/2
+ (
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2sdads)
1/2(
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)ϕ2,1dads)
1/2
≤ C6
∫ t
0
∫
D(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇u|2 + |ϕ|2 + |∇ϕ|2 + |∇θ|2)dads,
✭✽✳✻✻✮
♦ù C6 s❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C7 =
(C5 + τC6)/C4 t❡❧❧❡ q✉❡
|Hω| ≤ C7
∂Hω(z, t)
∂z
. ✭✽✳✻✼✮
✶✻✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✽✳✻✼✮ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ t②♣❡ P❤r❛❣♠é♥✲▲✐♥❞❡❧ö❢✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ z0 ≥ 0 t❡❧ q✉❡
F (z0, t) > 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
Hω(z, t) ≥ Hω(z0, t) exp(C
−1
7 (z − z0)), z ≥ z0. ✭✽✳✻✽✮
❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡
❝②❧✐♥❞r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✽✳✻✽✮ q✉❡
exp(−ωt)
2
∫
R(0,z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+ τ
exp(−ωt)
2
∫
R(0,z)
(|u|2 + |∇θ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ g(u)u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(0,z)
exp(−ωs)(G(u)− g(u)u)ϕdxds
t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ Hω(z, t) ≤ 0 ♣♦✉r t♦✉t
z ≥ 0✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝r♦ît ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
−Hω(z, t) ≤ −Hω(0, t) exp(C
−1
7 z), z ≥ 0, ✭✽✳✻✾✮
♦ù
Eω(z, t) =
exp(−ωt)
2
∫
R(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+ τ
exp(−ωt)
2
∫
R(z)
(|u|2 + |∇θ|2)dx
+
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + f(u)u+ g(u)u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(|u|2 + |∇θ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(z)
exp(−ωs)(G(u)− g(u)u)ϕdxds
✶✻✷
✽✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❡t R(z) = {x ∈ R, x1 > z}✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t
Eω(z, t) =
1
2
∫
R(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dx
+ τ
1
2
∫
R(z)
(|u|2 + |∇θ|2)dx+
∫ t
0
∫
R(z)
(|us|
2 + |∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
∫ t
0
∫
R(z)
(|∇u|2 + f(u)u+ g(u)u∆ϕ+ |ϕ|2 + |∇ϕ|2)dxds
+
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
(|∇u|2 + 2F (u) + |ϕ|2 + 2|∇ϕ|2 + |∆ϕ|2)dxds
+ τ
ω
2
∫ t
0
∫
R(z)
(|u|2 + |∇θ|2)dxds+ τ
∫ t
0
∫
R(z)
(G(u)− g(u)u)ϕdxds.
✭✽✳✼✵✮
❖♥ ❛ ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✼✳ ❙♦✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (u, ϕ) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✽✳✶✮✲✭✽✳✷✮✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✽✳✺✷✮✲✭✽✳✺✸✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ✭✽✳✺✹✮✳ ❆❧♦rs✱ s♦✐t ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭✽✳✻✽✮✱
s♦✐t ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
Eω(z, t) ≤ Eω(0, t) exp(ωt− C
−1
7 z), z ≥ 0,
♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ Eω ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✽✳✼✵✮✳
✶✻✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✶✻✹
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
▲❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♦♥t ♣♦rté s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
q✉✐ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡s s②stè♠❡s
❞✬éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣✱
♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✉♥❞✉③ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ✭✈♦✐r ❬✶❪✮ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡
❢✉s✐♦♥✲s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬❛♥❛✲
❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ♦❜t❡♥✉ ✈✐❛ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❛tt❛♥❡♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ✭♦✉ ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡❧❧❡✲❝✐✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱
❧✬✉♥✐❝✐té✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r
❣❧♦❜❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✕ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✐♥❣✉❧✐❡r
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛✲
t✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❡①✐st❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ t②♣❡ P❤r❛❣♠é♥✲▲✐♥❞❡❧ö❢✱ à s❛✈♦✐r✱ s♦✐t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✲
♣❧♦s❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ s♦✐t ❡❧❧❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ♣♦✉r Ω ⊂ Rd ✭d = 2
♦✉ 3✮✱ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r✱ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥♦♥ ❜♦r♥és t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝②❧✐♥❞r❡s s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❝❤❡✈é ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭très ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é✮
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ R3 t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦rté s✉r ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤❡♥ ❡t ●✉rt✐♥
✭✈♦✐r ❬✻✵❪✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ été ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✿
✕ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✕ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❛s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛ été ❢❛✐t❡✳
✶✻✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❛❣✐♥❛❧♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s✱ ❛✈♦♥s t❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
✭❡①✐st❡♥❝❡✱ ✉♥✐❝✐té✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡s♣ér❡r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s t♦✉t ❡♥t✐❡r ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ❏❡ ❝✐t❡r❛✐
q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸✱ ✻ ❡t ✽✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r
❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✜♥✐❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐ts ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✻✱ ✼ ❡t ✽ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ R3 t♦✉t ❡♥t✐❡r✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ❛✜♥
❞✬ét✉❞✐❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳
✶✻✻
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ●✳ ❈❛❣✐♥❛❧♣✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆r❝❤✳
❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✾✷✭✸✮ ✿✷✵✺✕✷✹✺✱ ✶✾✽✻✳
❬✷❪ ❆✳ ▼✐r❛♥✈✐❧❧❡✳ ❙♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s✳
❬✸❪ ●✳ ▲❛♠é ❛♥❞ ❇✳P✳ ❈❧❛♣❡②r♦♥✳ ▼é♠♦✐r❡ s✉r ❧❛ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❢r♦✐ss✐❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❣❧♦❜❡ s♦❧✐❞❡✳ ❆♥♥✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳✱ ✹✼ ✿✷✺✵✕✷✺✻✱ ✶✽✸✶✳
❬✹❪ ❏✳ ❙t❡❢❛♥✳ ❯❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ♣r♦❜❧❡♠❡ ❞❡r t❤❡♦r✐❡ ❞❡r ✇❛r♠❡❧❡✐t✉♥❣✳ ❲✐❡♥ ❆❦❛❞✳
▼❛t✳ ◆❛t✉r✳✱ ❙✳✲❇✳ ✿✶✼✸✕✹✽✹✱ ✶✽✽✾✳
❬✺❪ ▲✳ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✳ ❖♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❡❢❛♥✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✭✐♥ r✉ss✐❛♥✮✳ ■③✈❡st✐❛ ❆❦❛❞✳
◆❛✉❦ ❙❙❙❘✱ ✶✶ ✿✸✼✕✺✹✱ ✶✾✹✼✳
❬✻❪ ❆✳▼✳ ▼❡✐r♠❛♥♦✈✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❡❢❛♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✐♥ r✉ss✐❛♥✮✳ ▼❛t✳ ❙❜✳ ✭◆✳❙✳✮✱ ✶✶✷ ✿✶✼✵✕✶✾✷✱
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